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A B S T R A C T
A d e s c r i p t i o n  o f  s i m u l a t i o n  m e t h o d o l o g y  h a s  been 
p r e s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s  w i t h  e m p h a s i s  on t h e  g e n e r a t i o n  o f
ra ndo m v a r i a b l e s ,  p s e u d o - r a n d o m  n umbe r  g e n e r a t o r s  a nd 
v a r i a n c e  r e d u c t i o n  t e c h n i q u e s .  A l s o  shown i s  d i f f e r e n t  
a p p l i c a t i o n s  o-f s i m u l a t i o n  w i t h i n  t h e  h e a l t h  c a r e  s e r v i c e s .
A s an a p p l i c a t i o n  o f  h e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n ,  we
1 i
s i m u l a t e d  a h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t  m o d e l ,  se e n a s a q u e u e i n g  
p r o c e s s  w i t h  t h e  a r r i v a l s  r a t e  e qu a l  t o  t h e  a d m i s s i o n  r a t e  
< p * l ) ,  t o  show t h e  s t a t i s t i c a l  e f f e c t  o f  u s i n g  a s c o r i n g  
s y s t e m  i n  t h e  p o l i c i e s  o f  a d m i s s i o n .  T o  s t u d y  t h e  e f f e c t s  i n  
t h e  w a i t i n g  t i m e  t h e  q u e u e n i n g  t h e o r y  c o n c e p t s  c o u l d  n o t  be 
a p p l i e d  when p « l ,  t h e r e f o r e  s i m u l a t i o n  was u s e d  as an 
a l t e r n a t i v e  p r o c e d u r e .  F r o m  o u r  s i m u l a t i o n  r e s u l t s ,  we c o u l d  
f i n d  an e x p r e s s i o n  t o  t h e  e x p e c t e d  w a i t i n g  t i m e  f o r  a n y  
number  o f  m e d i c a l  p r i o r i t i e s  d e f i n e d  i n  t h e  w a i t i n g  l i s t ,  
and we c o u l d  d e v e l o p e  a p r o c e d u r e  t o  c o n t r o l  t h e  s t a n d a r d  
d e v i a t i o n  o f  t h e  w a i t i n g  t i m e .  I n  g e n e r a l ,  t h e  s c o r i n g  s y t e m  
u s e d  i n  o u r  s i m u l a t i o n  m od el  wa s v e r y  u s e f u l  t o  b a l a n c e  t h e  
w a i t i n g  t i m e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h o s e  p a t i e n t s  s e l e c t e d  f r o m  a 
h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t  w h i c h  shown d i f f e r e n t  l e v e l s  o f  
u r g e n c y  f o r  b e i n g  h o s p i t a l i z e d .  ,
l - i
I


C O N TE N TS
C h a p t e r  I . -  S I M U L A T I O N  PROCESS
1 . 1 )  I n t r o d u c t i o n  1
1 . 2 )  S y s t e m  4
1 . 3 )  S i m u l a t i o n  M o d e l  6
1 . 4 )  C o m p u t e r  S i m u l a t i o n  L a n g u a g e s  ?
1 . 5 )  V e r i f i c a t i o n  a n d  V a l i d a t i o n  11
l . ó )  O u t p u t s  A n a l y s i s  13
1 . 7 )  I m p l e m e n t a t i o n  17
1 . 8 )  H i s t o r i c a l  B a c k g r o u n d  1?
R e f e r e n c e s  21
C h a p t e r  I I . -  RANDOM V A R I A T E  G E N E R A T I O N
2 . 1 )  I n t r o d u c t i o n  25
2 . 2 )  G e n e r a l  P r o c e d u r e s  28
2 . 2 . 1 )  I n v e r s e  T r a n s f o r m  M e t h o d  28
2 . 2 . 1 . 1 )  C o n t i n u o u s  D i s t r i b u t i o n s  28
2 . 2 . 1 . 2 )  D i s c r e t e  D i s t r i b u t i o n s  31
2 . 2 . 2 )  A c c e p t a n c e - R e j e c t i o n  M e t h o d  33
2 . 2 . 3 )  F o r s y t h e ' s  M e t h o d  37
2 . 2 . 4 )  A l i a s  M e t h o d  41
2 . 2 . 5 )  C o m p o s i t i o n  M e t h o d  44
2 . 3 )  S p e c i f i c  P r o c e d u r e s  4 6
2 . 3 . 1 )  C o n t i n u o u s  D i s t r i b u t i o n s  4 6
2 . 3 . 1 . 1 )  E x p o n e n t i a l  4 6
2 . 3 . 1 . 2 )  Gamma 49
2 . 3 . 1 . 3 )  N o r m a l  54
2 . 3 . 2 )  D i s c r e t e  D i s t r i b u t i o n s  58
Page
i
I
I
Page
2 . 3 . 2 . 1 )  B i n o m i a l  58
2 . 3 . 2 . 2 )  P o i s s o n  5?
2 . 3 . 2 . 3 )  G e o m e t r i c  ¿1
2 . 4 )  E m p i r i c a l  D i s t r i b u t i o n s  62
2 . 5 )  C o n c l u s i o n s  65
R e f e r e n c e s  66
C h a p t e r  I I I . -  PSEUDO-RANDOM NUMBER GENERATOR
3 . 1 )  I n t r o d u c t i o n  71
3 . 2 )  C o n s i d e r a t i o n s  i n  Random N umb e r
G e n e r a t i o n  73
3 . 3 )  L i n e a r  C o n g r u e n t i a l  G e n e r a t o r s  75
3 . 3 . 1 )  M i x e d  C o n g r u e n t i a l  G e n e r a t o r
<c * 0 )  78
3 . 3 . 2 )  M u l t i p l i c a t i v e  C o n g r u e n t i a l
G e n e r a t o r  <c ■ 0 )  79
3 . 3 . 2 . 1 )  R e v e r s e  S e q u e n c e  80
| 3 . 3 . 3 )  S e r i a l  C o r r e l a t i o n  o f  L CG  81
\ , 3 . 3 . 4 )  D e f e c t  o f  LCG 82
3 . 3 . 5 )  L i n e a r  R e c u r s i o n  mod 2 G e n e r a t o r  85
3 . 3 . 6 )  C o m b i n a t i o n  o f  G e n e r a t o r s  92
3 . 4 )  T e s t i n g  93
3 . 4 . 1 )  E m p i r i c a l  T e s t s  93
l l
3 . 4 . 1 . 1 )  C h i - S q u a r e  T e s t  93
I I I
3 . 4 . 1 . 2 )  K o l m o g o r o v - S m i r n o v  T e s t  94
i i
3 . 4 . 1 . 3 )  E m p i r i c a l  T e s t s
s p ec  i f  i c a l  1 y  - f o r  U n i f o r m  
Random N u m b e r s  S e q u e n c e  95
-  F r e q u e n c y  T e s t  96
-  S e r i a l  T e s t  96
3 . 4 . 2 )  T h e  S p e c t r a l  T e s t  97
3 . 5 )  C o n c l u s i o n s  168
R e f e r e n c e s  101
C h a p t e r  I V . -  V A R I A NC E  R E D U C T I O N  T E C H N I Q U E S
4 . 1 )  I n t r o d u c t i o n  107
4 . 2 )  A n t i t h e t i c  V a r i a t e s  108
4 . 3 )  Common Random N u m b e r s  111
4 . 4 )  C o n t r o l  V a r i a b l e s  115
4 . 5 )  C o n c l u s i o n s  117
R e f e r e n c e s  118
C h a p t e r  V . -  HEALT H CARE S I M U L A T I O N S
5 . 1 )  I n t r o d u c t i o n  123
5 . 2 )  P r e v i o u s  P e v i e w s  126
5 . 3 )  R e c e n t  P u b l i c a t i o n s
5 . 3 . 1 )  I n t r o d u c t i o n  1 2 9 . 6
5 . 3 . 2 )  P u b l i c a t i o n s  1 2 9 . 6
5 . 3 . 3 )  C o n c l u s i o n s  1 2 9 . 1 5
R e f e r e n c e s  130
C h a p t e r  V I . -  QUE UEI NG  T HEO RY
6 . 1 )  I n t r o d u c t i o n  133
6 . 2 )  A r r i v a l s  P a t t e r n  o f  C u s t o m e r s  134
6 . 3 )  S e r v i c e  P a t t e r n  o f  S e r v e r s  136
P a g e
i l l
6 . 4 )  Que ue  D i s c i p l i n e
6 . 5 )  S y s t e m  C a p a c i t y
6 . 6 )  Number  o f  S e r v i c e  C h a n n e l s
6 . 7 )  S t a g e  o-f S e r v i c e
6 . 8 )  M a t h e m a t i c a l  A p p r o a c h
6 . 8 . 1 )  T h e  s i n g l e  S e r v e r  Qu eu e
6 . 9 )  L i t t l e ' s  F o r m u l a s  L =  \W 
R e f e r e n c e s
138
140
140
141 
141 
143 
149 
154
Page
C h a p t e r  V I I . -  S I M U L A T I O N  OF A H O S P I T A L  W A I T I N G
L I S T  MODEL
7 . 1 )  I n t r o d u c t i o n  158
7 . 2 )  G e n e r a l  O b j e c t i v e s  163
7 . 3 )  Model  o-f a H o s p i t a l  W a i t i n g  L i s t  164
7 . 3 . 1 )  S c o r i n g  S y s t e m  166
7 . 3 . 2 )  A s s u m p t i o n s  167
7 . 3 . 3 )  M a t h e m a t i c a l  Model  168
7 . 3 . 4 )  A d m i s s i o n  P a t t e r n  171
7 . 3 . 5 )  M e a s u r e s  o f  E f f e c t i v e n e s s  172
7 . 3 . 6 )  C o n s e q u e n c e s  173
7 . 4 )  V a r i a b l e s  174
7 . 5 )  C o m p u t e r  P r o g r a m  176
7 . 6 )  S t a t i s t i c a l  R e s u l t s  185
7 . 6 . 1 )  C o n t r o l  a n d  N o n - C o n t r o l  i n  Q 185
7 . 6 . 1 . 1 )  I n t r o d u c t i o n  185
7 . 6 . 1 . 2 )  R e s u l t s  186
7 . 6 . 2 )  Wj tc Qj  b y  D I S T ,  Q 0 , MU,  PU
a nd I S  187
7 . 6 . 2 . 1 )  I n t r o d u c t i o n  187
iv
7 . 6 . 2 . 2 )  ANOVA r e s u l t s  189
7 . 6 . 3 )  E<Wj> E<Qj > , a p p r o a c h  b y
L i t t l e ' s  E q u a t i o n  198
7 . 6 . 3 . 1 )  I n t r o d u c t i o n  198
7 . 6 . 3 . 2 )  C W. v s  E < W . )  3 6c
t Q.  v s  E ( G L  ) 3 193
7 . 6 . 3 . 3 )  E r r o r  d i s t r i b u t i o n s  b y  Q 8 ,
MU,  PU a n d  I S  193
7 . 6 . 3 . 4 )  Maximum v a l u e  - for  I S  194
7 . 6 . 4 )  S D ( w i >  Q i )  b y  S D ,  A D ,  L E ,
D 1 6c D2 195
7 . 6 . 4 . 1 )  I n t r o d u c t i o n  195
7 . 6 . 4 . 2 )  W. 6c Q. b y  S D ,  A D ,  L E ,
D 1 and D2 198
7 . 6 . 4 . 3 )  SDW . 6c S D q . b y  S D ,  A D ,  L E ,
D 1 and D2 198
7 . 6 . 4 . 4 )  R e g r e s s i o n  Model  i n  SDWi  199
7 . 6 . 4 . 5 )  L i m i t s  - for  L E  6< AD 288
7 . 6 . 4 . 6 )  R e g r e s s i o n  Model  i n  S D q . 281
7 . 6 . 5 )  E i W j )  w i t h  i > 2 283
7 . 7 )  Summary 2 8 6 . 1
7 . 8 )  C o n c l u s i o n s  o f  t h e  E x p e r i m e n t  2 8 6 . 6
R e f e r e n c e s  2 42
C h a p t e r  V I I I . -  GENERAL C O N C L U S I O N S  249
A c k n o w ! e d g e m e n  t s
Page
v
F I G U R E S
Page
F i g u r e  1.1
F i g u r e  1 . 2
F i  g u r e 1 . 3
F i  g u r e  2 . 1
F i g u r e  2 . 2
F i  g u r e  3 . 1
F i g u r e  3 . 2
F i g u r e  3 . 3  
F i g u r e  3 . 4
F i g u r e  6 . 1
F i g u r e  6 . 2
G r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  o-f a 
s y s t e m
A model  b u i l d i n g  a p p r o a c h  f o r  
s y s t e m  a n a l y s i s  
T h e  model  b u i l d i n g  p r o c e s s ,  
s h o w i n g  m u t u a l  p a r t i c i p a t i o n  
o f  t h e  d e c i s i o n - m a k e r  a n d  
m o d e l - b u  i 1d i  n g  
I n v e r s e  p r o b a b i l i t y  i n t e g r a l  
t r a n s f o r m a t i o n  m e t h o d
C o n t i n u o u s  p i e c e w i s e  l i n e a r  e m p i r i c a l  
d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n
T h e  t h r e e - d i m e n s i o n a l  g r i d  o f  t r i p l e t s
<u U J + 1 ’ u j  + 2 >
L a t t i c e s  o f  a l l  p a i r s  ( X .  , x j + i> °'f a 
s i n g l e  p e r i o d  o f  c o n g r u e n t i a l  
g e n e r a t o r s  w i t h  m o d u l u s  1024 and 
<a> a = 4 5 ,  c - 1 < b )  a - 1 2 ? ,  c - 1 
<c> a » 4 5 ,  C“ 0
S h i f t  r e g i s t e r  w i t h  f e e d b a c k  <SRF> 
P l o t  o f  o u t p u t  p a i r s  o f  two 
g e n e r a t o r s
S c h e m a t i c  d i a g r a m  o f  a q u e u e i n g  
p r o c e s s
M u l t i c h a n n e l  q u e u e i n g  s y s t e m
4
8
18
29
63
82
84 
8 6
98
133
140
vi
Page
F i g u r e  6 . 3  M u l t i s t a g e  q u e u e i n g  s y s t e m  141
F i g u r e  6 . 4  A q u e u e i n g  s y s t e m  and i t s  c o u n t i n g
p r o c e s s  A< t > , D<t> a nd D*<t> 14?
F i g u r e  6 . 5  T y p i c a l  b e h a v i o u r  o-f t h e  c o u n t i n g  
, , , p r o c e s s  A < t >  and D<t> 150
F i g u r e  6 . 6  T h e  t o t a l  w a i t i n g  t i m e  151
F i g u r e  8 . 1  S y s t e m  E x p e r i m e n t i n g  P r o c e s s  and
S i m u l a t i o n  252
vii
T A B L E S
Page
T a b l e  2 . 1  V a l u e s  o f  P Q and A. ,  . f o r  some
d i s c r e t e  d i s t r i b u t i o n s  32
T a b l e  3 . 1  U p p e r  b o u n d  -for t h e  n u m b e r  o-f
h y p e r p l a n e s  c o n t a i n i n g  a l l  n - t u p l e s  83
T a b l e  3 . 2  E x a m p l e  o f  SRP 86
T a b l e  6 . 1  D e p e n d e n c e  o f  v a r i o u s  c h a r a c t e r i s t i c s
I
o f  t h e  q u e u e  upon t r a f f i c  i n t e n s i t y ;  
s i n g l e  s e r v e r  w i t h  r a n d o m  a r r i v a l s  and 
e x p o n e n t i a l  s e r v i c e - t i m e s  148
T a b l e  7 . 1  Wj a nd Q j  i n  c o n t r o l  a n d  n o n - c o n t r o l
c o n d i t i o n s  d u r i n g  f i v e  y e a r s  207
T a b l e  7 . 2  ANOVA i n  W j  b y  D I S T ,  Q 0 , M U ,  PU
and I S  208
T a b l e  7 . 3  ANOVA i n  W2 b y  D I S T ,  Q 0 , M U ,  PU
a nd I S  * 2 0?
T a b l e  7 . 4  ANOVA i n  Q j  b y  D I S T ,  Q 0 , M U ,  PU
a nd I S  210
T a b l e  7 . 3  ANOVA i n  Q 2 b y  D I S T ,  Q 0 , M U ,  PU
a nd I S  211
T a b l e  7 . 6  A n a l y s i s  o f  r e s i d u a l  sums o f  s q u a r e s  
when Q 0 , MU ,  PU a n d  I S  w e r e  u s e d  t o  
e x p l a i n  ÉT  & Q . 212
T a b l e  7 . 7  O b s e r v e d  a n d  E x p e c t e d  W. h  Q. 213
T a b l e  7 . 8  S D < W i { Q 1 )  b y  0 0 t M u i P U » I S  214
T a b l e  7 . 9  A n a l y s i s  o f  r e s i d u a l  sums o f  s q u a r e s  
when Q 0 , MU ,  PU a n d  I S  w e r e  u s e d  t o  
e x p l a i n  S D ^ . tc S D Q . 213
v i l i
Page
T a b l  e 7 .  10 ANOVA i n  Wj  b y SD, AD , L E ,  D l  and D2 216
T  a b l  e 7 .  11 A N OVA i n  W2 b y SD, AD , L E ,  D l  and D2 217
T a b i  e 7 .  12 A N OVA i n  Q j  b y SD, AD , L E ,  D l  and D2 218
T a b i  e 7 .  13 A N OVA i n  Q2 b y SD, AD , L E ,  D I  and D2 219
T  a b l  e 7 .  14 A n a l y s i s  o-f r e s i d u a l sums o f  s q u a r e s
when c o n t r o l  v a r i a b l e s  w e r e  u s e d  t o
e x p l a i n  W . t* Q .i i 220
T a b i  e 7 .  15 ANOVA i n  SD
W 1a nd D2 1
by SD, A D ,  L E ,  D l
221
T  a b l  e 7 . 1 6 ANOVA i n  SO
W2a nd 02
b y SD, A D ,  L E ,  Dl
222
T a b l e 7 . 1 7 ANOVA i n  SO
Q 1a n d  02 1
b y SD, A D ,  L E ,  DI
223
T  a b l  e 7 .  18 ANOVA i n  SD
° 2a nd 02
b y SD, A D ,  L E ,  D I
224
T  a b l  e 7 .  19 A n a l y s i s  o f '  r e s i d u a l sums o f  s q u a r e s
when c o n t r o l  v a r i a b l e s  w e r e  u s e d  t o
I e x p l a i n  SDW. {* SDQi 225
T  a b l  e 7 . 2 0 SDWi i n  SD,  L E and AD 2 2 6
T a b i  • 7 . 2 1 Ì D W1 b y  SD,  L E and AD (1 i n e a r  m o d e l ) 227
T a b l e 7 . 2 2 0 1 im O u t p u t s  1 ( r e g r e s s i o n  m o d e l ) 2 28
T a b l e 7 . 2 3 SD q j  i n  SD a n d L E 2 29
T  a b l  e 7 . 2 4 S D q . b y  SD a n d LE ( 1 i n e a r  m o d e l ) 230
T a b l e 7 . 2 5 G l i m  O u t p u t s  I I ( r e g r e s s i o n  m o d e l ) 231
ix
GRAPHS
Page
G r a p h 7 .  1 Mean W a i t i n g  T i m e  f o r  U r g e n t  C a s e s
p e r  Y e a r 2 3 2
G r a p h 7 . 2 Mean N u m be r  o f  U r g e n t  W a i t i n g
p e r  Y e a r 2 3 3
G r a p h ' 7 . 3 ÛL b y  Q 0 ,  MU,  PU a n d  I S 2 34
G r a p h 7 . 4 Q i b y  Q 0 ,  MU,  PU a n d  I S 2 35
G r a p h 7 . 5 Mean W a i t i n g  T i m e  f o r  U r g e n t  C a s e s 2 3 6
G r a p h 7.<6 Mean W a i t i n g  T i m e  f o r  N o n - U r g e n t  C a s e s 2 3 7
G r a p h 7 . 7 Mean N umb e r o f  U r g e n t  C a s e s  on
W a i t i n g  L i s t 2 3 8
G r a p h 7 . 8 Mean Nu mb e r o f  N o n - U r g e n t  C a s e s  on
W a i t i n g  L i s t 2 39
G r a p h 7 . 9 SDW - b y  S D ,  L E ,  a n d  AD 240
G r a p h 7 .  10 SDQi b y  SD a nd L E 24 1
x
I ) S i m u l a t i o n  P r o c e s s
1 . 1 )  I n t r o d u c t i o n
P l a n n i n g  r e s o u r c e s  i n  t h e  h e a l t h  s e r v i c e s  i s
I
b e c o m i n g  an i n c r e a s i n g  c o m p l e x  t a s k .  New d i s c o v e r i e s  i n  t h e  
h e a l t h  c a r e  h a v e  p r o d u c e d  c h a n g e s  i n  management p r o c e d u r e s .  
T h e s e  p r o c e d u r e s  h a v e  t o  be e v a l u a t e d  b e f o r e  t h e i r
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i m p l e m e n t a t i o n .  S i m u l a t i o n  t e c h n i q u e s  h a v e  been u s e d  t o  
s t u d y  t h e  e f f e c t s  o f  t h e s e  p r o c e d u r e s ,  e s p e c i a l l y  when 
e x p e r i m e n t s  i n  t h e  r e a l  w o r l d  a r e  i m p o s s i b l e  o r  i m p r a c t i c a l  
t o  r e a l i  z e .
I n  t h i s  p a p e r ,  we w i l l  d e f i n e  s i m u l a t i o n  as 
e x p e r i m e n t i n g  w i t h  a model  ( r e p r e s e n t a t i o n  o f  a s y s t e m )  on a 
d i g i t a l  c o m p u t e r  o v e r  t i m e ;  i f  t h e  i n c r e m e n t  of  t i m e  i s  
c o n s t a n t  t h e  s i m u l a t i o n  i s  c a l l e d  ' f i x e d - t i m e  i n c r e m e n t i n g '  
s i m u l a t i o n  a n d  i f  t i m e  i s  v a r i a b l e ,  i t  i s  c a l l e d  ' n e x t -  
e v e n t '  s i m u l a t i o n .  T h e  e x p e r i m e n t a t i o n  i n  s i m u l a t i o n  
i n v o l v e s  s a m p l i n g  f r o m  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s  i n  o r d e r  t o  
a s s i g n  v a l u e s  t o  s t o c h a s t i c  v a r i a b l e s .  T h i s  d e f i n i t i o n  o f  
s i m u l a t i o n  n e c e s s a r i l y  e x c l u d e s  s u c h  o t h e r  •s i m u 1 a t i o n s *  a s :
a)  s i m u l a t i o n s  w i t h  a p h y s i c a l  model s u c h  as  a s c a l e  
model  o r  l a b o r a t o r y  e x p e r i m e n t s  w i t h  r e a l  p e o p l e ;
b )  m a n - m a c h i n e  s i m u l a t i o n s  w h i c h  c o m b i n e  a b s t r a c t  
m o d e l s  w i t h  t h e  u s e  o f  r e a l  p e o p l e  < e . g . ,  g a m i n g ) ;
c )  d e t e r m i n i s t i c  s i m u l a t i o n s ,  i . e . ,  w i t h o u t  t h e  u s e  o f  
p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s  o r  ra n do m n u m b e r s ;  t h e s e  
i n c l u d e  e c o n o m e t r i c - t y p e  r e g r e s s i o n  m o d e l s ;
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d)  so c a l l e d  M o n t e  C a r l o  s t u d i e s ,  w h i c h  e m p l o y  r a n d o m 
n u m b e r s ,  b u t  l a c k  t h e  t i m e  e l e m e n t  o f  s i m u l a t i o n .
T h e  a b o v e  d e f i n i t i o n  o f  s i m u l a t i o n  s t r e s s e s  i t s  
e x p e r i m e n t a l  a s p e c t ,  a l t h o u g h  i t  i s  c l e a r  t h a t  n o n e  o f  t h i s  
e x p e r i m e n t i n g  can t a k e  p l a c e  w i t h o u t  t h e  p r e r e q u i s i t e  s y s t e m  
i n v e s t i g a t i o n  ( r e a l  o r  h y p o t h e t i c a l  s y s t e m ) ,  model  b u i l d i n g ,  
s e l e c t i o n  o f  an a p p r o p r i a t e  c o m p u t e r  l a n g u a g e ,  t h e  
g e n e r a t i o n  o f  r ando m o r  p s e u d o - r a n d o m  n u m b e r s ,  p r o g r a m m i n g ,  
p r o g r a m  v e r i f i c a t i o n ,  a n d  model  v a l i d a t i o n .  A l l  t h e s e  t a s k s  
m u s t  be c o m p l e t e d  f i r s t  t o  h a v e  a model  < i . e . ,  t h e  c o m p u t e r  
p r o g r a m )  w i t h  w h i c h  t o  e x p e r i m e n t .
N a t u r a l l y ,  s i m u l a t i o n ,  e x p e r i m e n t s  a r e  d e s i g n e d  
w i t h  c e r t a i n  o b j e c t i v e s  i n  m i n d .  Some o f  t h e  t y p i c a l  g o a l s  
o f  s i m u l a t i o n  a r e :  f o r e c a s t i n g ,  e s t i m a t i o n ,  c o m p a r i n g  
a l t e r n a t i v e  c o m p e t i n g  s y s t e m s ,  o p t i m i z a t i o n ,  s e n s i t i v i t y  
a n a l y s i s  and a n s w e r i n g  " w h a t - i f "  q u e s t i o n s  < i . e . ,  how m a n y  
h o s p i t a l  b e d s  w o u l d  be n e e d e d  i f  t h e  a v e r a g e  l e n g t h  o f  s t a y  
i n  h o s p i t a l  w e r e  r e d u c e d ? ) .  O n ce  t h e  o b j e c t i v e s  h a v e  b e e n  
s p e c i f i e d ,  we can c o n t i n u e  w i t h  t h e  d e s i g n  a nd a n a l y s i s  o f  
t h e  s i m u l a t i o n  e x p e r i m e n t  as  w i t h  a n y s t a t i s t i c a l  a n a l y s i s .
I n  t h i s  p a p e r ,  we w i l l  d e s c r i b e  some o f  t h e  m o s t  
i m p o r t a n t  t e c h n i q u e s  u s e d  i n  s i m u l a t i o n  s u c h  a s i  g e n e r a t i o n  
o f  r a n d o m  v a r i a b l e s  ( c h a p t e r  I I ) ,  p s e u d o - r a n d o m  number  
g e n e r a t o r s  ( c h a p t e r  I I I )  a n d  v a r i a n c e  r e d u c t i o n  t e c h n i q u e s  
( c h a p t e r  I V ) .  A l s o  p r e s e n t e d  i s  a r e v i e w  o f  t h e  r e c e n t
p u b l i c a t i o n s  o f  s i m u l a t i o n  i n  t h e  h e a l t h  s e r v i c e s  ( c h a p t e r
t
V )  . I n  c h a p t e r  V I , we g i v e  an i n t r o d u c t i o n  t o  Q u e u e i n g  
T h e o r y  and i t s  l i m i t a t i o n s  w h e r e  s i m u l a t i o n  i s  u s e d
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a s  an a l t e r n a t i v e .
A t y p i c a l  q u e u e i n g  p r o b l e m  w i t h i n  t h e  h e a l t h  
s e r v i c e s  i s  t h e  l o n g  w a i t i n g  t i m e  t h a t  p a t i e n t s  h a v e  t o  w a i t  
b e - f o r e  r e c e i v i n g  m e d i c a l  c a r e .  T h i s  w a i t i n g  t i m e  c o u l d  
p r o d u c e  s e r i o u s  d e t e r i o r a t i o n  i n  t h e  p a t i e n t  h e a l t h .  T h i s  
d e l a y  u s u a l l y  d e p e n d s  on t h e  m e d i c a l  p r i o r i t y  ( d e g r e e  o-f 
u r g e n c y  t o  h o s p i t a l i z e  a n y  p a t i e n t )  a nd t h e  a c t u a l  w a i t i n g  
t i m e  o f  t h e  p a t i e n t s .  I n  c h a p t e r  V I I ,  we a n a l y z e  t h e  e - f - f e c t s  
i n  t h e  w a i t i n g  t i m e  d i s t r i b u t i o n  when t h e  p o l i c i e s  o-f 
a d m i s s i o n  -from a h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t  a r e  b a s e d  on a s y s t e m  
w h i c h  c o m b i n e s  i n  a s i n g l e  s c o r e  t h e  m e d i c a l  p r i o r i t y  and 
t h e  a c t u a l  w a i t i n g  t i m e .
T o  c o n c l u d e  t h i s  c h a p t e r ,  we d e - f i n e  some o-f t h e  
c o n c e p t s  n e e d e d  i n  s i m u l a t i o n  s u c h  a s i  s y s t e m ,  s i m u l a t i o n  
m o d e l ,  s i m u l a t i o n  c o m p u t e r  l a n g u a g e s ,  v e r i - f i c a t i o n  6c 
v a l i d a t i o n ,  o u t p u t s  a n a l y s i s  and i m p l e m e n t a t i o n  6c 
doc ume n t a t i o n .
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1 . 2 )  S y s t e m
A s y s t e m  i s  d e f i n e d  as  a s e t  o f  r e l a t e d  e n t i t i e s  
c a l l e d  c o m p o n e n t s  o r  e l e m e n t s .  F o r  i n s t a n c e ,  a h o s p i t a l  can 
be c o n s i d e r e d  as a s y s t e m ,  w i t h  d o c t o r s ,  n u r s e s ,  a n d  
p a t i e n t s  a s  i t s  c o m p o n e n t s .  T h e  c o m p o n e n t s  h a v e c e r t a i n  
c h a r a c t e r i s t i c s ,  c a l l e d  a t t r i b u t e s ,  t h a t  h a v e  l o g i c a l  or  
n u m e r i c a l  v a l u e s ,  i . e . ,  n u m b e r  o f  b e d s ,  number o f  s u r g i c a l  
t h e a t r e s ,  a n d  so o n .  T h e  a t t r i b u t e s  o f  t h e  s y s t e m  e l e m e n t s
I
d e f i n e  i t s  s t a t e .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  number  of  p a t i e n t s  i n  a 
h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t  d e s c r i b e  t h e  s y s t e m  s t a t e .
|.
T h e  o b j e c t i v e  i n  s t u d y i n g  o ne  o r  s e v e r a l  p h e n o m e n a  
i n  t e r m s  o f  a s y s t e m  i s  t o  l e a r n  how c h a n g e  i n  s t a t e  o c c u r s ,  
t o  p r e d i c t  c h a n g e  and c o n t r o l  c h a n g e .  M o s t  s t u d i e s  c o m b i n e  
t h e s e  o b j e c t i v e s  w i t h  v a r y i n g  e m p h a s i s .  One p a r t i c u l a r  
c o m b i n a t i o n  o f  t h e s e  o b j e c t i v e s ,  c a l l e d  " e v a l u a t i o n  o f  
a l t e r n a t i v e s " ,  c o n c e r n s  t h e  r e l a t i o n s h i p  be twe e n t h e  i n p u t
a nd o u t p u t  f r o m  a s y s t e m ,  a s  d e p i c t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g
, .  i I <f i g u r e :
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F i g u r e  1 . 1  G r a p h i c a l  r e p r e s e n  t a t i o n  o f  a s y s t e m
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I n p u t  r e f e r s  t o  an e x t e r n a l  s t i m u l u s  t o  t h e  s y s t e m  t h a t  
i n d u c e s  c h a n g e s  i n  t h e  s y s t e m  s t a t e .  O u t p u t  r e f e r s  t o  
m e a s u r e s  o f  t h e s e  s t a t e  c h a n g e s .
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An e x a m p l e  o f  e v a l u a t i o n  o f  a l t e r n a t i v e s  i n  t h e  
h e a l t h  s e r v i c e s  i s  a s  f o l l o w s :  P a t i e n t s  < i n p u t s >  a r e  
c u r r e n t l y  p r o c e s s e d  i n  t h e  o r d e r  o f  t h e i r  a r r i v a l  t o  a 
o u t p a t i e n t s  c l i n i c  ( s y s t e m ) , w h i c h  h a s  t h r e e  p h y s i c i a n s .  T h e  
c l i n i c  p l a n s  t o  i n s t i t u t e  a new p r o c e s s i n g  m e t h o d  t h a t  
c l a s s i f i e s  a p a t i e n t  i n  g r o u p  A  i f  h i s  e x p e c t e d  c o n s u l t a t i o n  
t i m e  i s  s h o r t ,  and i n  g r o u p  6 i f  t h e  e x p e c t e d  t i m e  i s  l o n g .  
One p h y s i c i a n  w i l l  b e  a s s i g n e d  t o  p r o c e s s  p a t i e n t s  i n  g r o u p  
A  on t h e  f i r s t - c o m e - f i r s t - s e r v e d  b a s i s .  T h e  r e m a i n i n g  two 
p h y s i c i a n s  w i l l  do l i k e w i s e  f o r  p a t i e n t s  i n  g r o u p  B .  T h e  
p r i n c i p a l  c o n c e r n  i s  t h e  e x t e n t  t o  w h i c h  t h e  new s e l e c t i o n  
p r o c e d u r e  w i l l  l e a d  t o  a s h o r t e r  mean w a i t i n g  t i m e  f o r  
g r o u p  A p a t i e n t s  ( o u t p u t ) .
I-
S y s t e m s  c a n  b e  c l a s s i f i e d  i n  a v a r i e t y  o f  w a y s .  
T h e s e  a r e  n a t u r a l  o r  a r t i f i c i a l ,  a d a p t i v e  o r  n o n - a d a p t i v e  
a nd d i s c r e t e  o r  c o n t i n u o u s .  I n  a n a t u r a l  s y s t e m  t h e r e  i s  no 
man i n t e r v e n t i o n  f o r  t h e  f u n c t i o n i n g  o f  t h e  s y s t e m ,  w h i l e  i n  
t h e  a r t i f i c i a l  one  t h e r e  i s .  An  a d a p t i v e  s y s t e m  r e a c t s  f o
j
c h a n g e s  i n  t h e  e n v i r o n m e n t ,  w h i l e  i n  t h e  n o n - a d a p t i v e  t h e r e  
i s  no s u c h  r e a c t i o n .  A  d i s c r e t e  s y s t e m  i s  o n e  f o r  w h i c h  t h e  
s t a t e  o f  t h e  s y s t e m  c h a n g e s  o n l y  a t  a c o u n t a b l e  <o r  f i n i t e )  
nu mbe r o f  p o i n t s  i n  t i m e ,  on t h e  o t h e r  ha n d i n  a c o n t i n u o u s  
s y s t e m  t h e  s t a t e  c h a n g e s  c o n t i n u o u s l y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  
t i m e .
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1 . 3 )  S i m u l a t i o n  Model i
A model  i s  a r e p r e s e n t a t i o n  o f  a s y s t e m .  M o d e l s  
may be s c a l e d  p h y s i c a l  o b j e c t s  ( i c o n i c  m o d e l s ) ,  m a t h e m a t i c a l  
e q u a t i o n s  and r e l a t i o n s h i p s  ( a b s t r a c t  m o d e l s )  a nd g r a p h i c a l  
r e p r e s e n t a t i o n s  ( v i s u a l  m o d e l s ) .  T h e  u s e f u l n e s s  o f  m o d e l s  
h as be en d e m o n s t r a t e d  i n  d e s c r i b i n g ,  d e s i g n i n g  and a n a l y s i n g  
a s y s t e m .
I n  t h i s  p a p e r ,  Me r e s t r i c t  o u r  a t t e n t i o n  t o  t h e  
m o d e l s  w h i c h  a r e  c a l l e d  s i m u l a t i o n  m o d e l s .  A s i m u l a t i o n  
model  i s  d e f i n e d  a s  an a b s t r a c t  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a s y s t e m  
w h i c h  c a n  be e x e r c i s e d  i n  an e x p e r i m e n t a l  f a s h i o n  on a 
d i g i t a l  c o m p u t e r  o v e r  t i m e .  S i m u l a t i o n  m o d e l s  a r e  c o n s i d e r e d  
as  a l a b o r a t o r y  v e r s i o n  o f  a s y s t e m  1 2 8 1 .
O f t e n  t h e  b o u n d a r i e s  o f  t h e  s y s t e m  a nd o f  t h e  
model  a r e  r a t h e r  a r b i t r a r i l y  d e f i n e d .  M o s t  f o r c e s  t h a t  
i m p i n g e  on t he  s y s t e m  m u s t  be  n e g l e c t e d  on a p r i o r i  g r o u n d s  
t o  k e e p t h e  model  t r a c t a b l e ,  e v en when t h e r e  i s  no r i g o r o u s  
p r o o f  t h a t  suc h n e g l e c t  i s  j u s t i f i e d .  I n e v i t a b l y ,  t h e  model  
i s  b e t t e r  d e f i n e d  t h a n  t h e  r e a l  s y s t e m  ( s e e  f i g u r e  1 . 2 > .
T h e  b u i l d i n g  o f  s i m u l a t i o n  m o d e l s  i s  a c o m p l e x
i
p r o c e s s  a n d  i n  m o s t  c a s e s  i s  an a r t  a n d  a s c i e n c e .  T h *  
m o d e l i n g  o f  a s y s t e m  i s  made e a s i e r  i f i
i )  p h y s i c a l  l a w s  t h a t  p e r t a i n  t o  t h e  s y s t e m  a r e  
a v a i 1a b l e ;
i i> a p i c t o r i a l  o r  g r a p h i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  can b e  made 
o f  t h e  s y s t e m ;
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i i i > t h e  v a r i a b i l i t y  o f  t h e  s y s t e m  i n p u t s ,  e l e m e n t s ,  and
I
o u t p u t s  i s  m a n a g e a b l e .
Once a s i m u l a t i o n  model  i s  d e v e l o p e d ,  e x p e r i m e n t s  
ca n  be  p e r f o r m e d .  T h e s e  e x p e r i m e n t s  o r  s i m u l a t i o n s  p e r m i t  
i n f e r e n c e s  t o  be  dr aw n a b o u t  s y s t e m s
-  w i t h o u t  b u i l d i n g  t h e m ,  i f  t h e y  a r e  o n l y  p r o p o s e d  
s y s t e m s ;
l ' i
-  w i t h o u t  d i s t u r b i n g  t h e m ,  i f  t h e y  a r e  o p e r a t i n g  
s y s t e m s  t h a t  a r e  c o s t l y  o r  u n s a f e  t o  e x p e r i m e n t  w i t h
-  w i t h o u t  d e s t r o y i n g  t h e m ,  i f  t h e  o b j e c t  o f  a n  
e x p e r i m e n t  i s  t o  d e t e r m i n e  t h e i r  l i m i t s  o f  s t r e s s .
I n  t h i s  w a y ,  s i m u l a t i o n  m o d e l s  a r e  u s e d  f o r  d e s i g n ,  
p r o c e d u r a l  a n a l y s i s  a n d  p e r f o r m a n c e  a s s e s s m e n t  i n  t h e  a r e a  
o f  t h e  h e a l t h  s e r v i c e s ,  a s  w e  w i l l  s e e  i n  c h a p t e r  V .
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F i g u r e  1 . 2  A m o d e l  b u i l d i n g  a p p r o a c h  - for s y s t e m  
a n a l  y s i s
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1 . 4 )  C o m p u t e r  S i m u l a t i o n  L a n g u a g e s
S i m u l a t i o n  m o d e l i n g  a ss u me s t h a t  we ca n  d e s c r i b e  a 
s y s t e m  i n  t e r m s  a c c e p t a b l e  t o  a c o m p u t e r  l a n g u a g e .  T h e r e  
h a v e  be e n s u c h  a g r e a t  v a r i e t y  o f  t h e s e  l a n g u a g e s  d e v e l o p e d  
■for s i m u l a t i o n  s t u d i e s  o v e r  t h e  y e a r s  t h a t  i s  n e a r l y  
i m p o s s i b l e  t o  d e c i d e  w h i c h  l a n g u a g e  b e s t  - f i t s  a n y  p a r t i c u l a r  
a p p l i c a t i o n .  T h e r e  w e r e  o v e r  170 a l o n e  i n  1972 a n d  new o n e s  
a r e  b e i n g  d e v e l o p e d  e v e r y  d a y  C30D.
T h e  c o m p u t e r  s i m u l a t i o n  l a n g u a g e s  c a n  be c l a s s i f i e d
as i
-  G e n e r a l  P u r p o s e  S i m u l a t i o n  L a n g u a g e s
-  G e n e r a l  P u r p o s e  L a n gu a ge ' s
G e n e r a l  p u r p o s e  s i m u l a t i o n  l a n g u a g e s  a r e  i n t e n d e d  
t o  p e r m i t  t h e  s y s t e m  a n a l y s t  t o  c o n c e n t r a t e  h i s  e f f o r t  i n
I
t h e  m o d e l l i n g  o f  t h e  s y s t e m  a n d  t o  g r e a t l y  s i m p l i f y  t h e  
p r o c e s s  o f  c o m p u t e r  p r o g r a m m i n g  o f  t h e  m o d e l .  Some o f  t h e s e  
l a n g u a g e s  a r e  GPSS C U D ,  S I M S C R I P T  C 3 6 ]  a n d  S I M U L A  [ I D .
S I M S C R I P T  i s  c o n s i d e r e d  m o r e  f l e x i b l e  f o r  
p r o g r a m m i n g ,  b u t  i t  a s s u m e s  a p r i o r  k n o w l e d g e  o f  t h e  
c o m p u t e r  l a n g u a g e  F O R T R A N .  GPSS can be  l e a r n e d  v e r y  q u i c k l y  
w i t h  n o  p r i o r  k n o w l e d g e  o f  p r o g r a m m i n g ,  b u t  i s  l e s s  f l e x i b l e
and somewhat  s l o w e r  i n  e x e c u t i o n  t h a n  S I M S C R I P T  < C 2 2 1 ,
i I '
p .  1 6 8 ) .  S I M U L A  i s  an e x t e n s i o n  o f  t h e  p r o g r a m m i n g  l a n g u a g e  
ALGOL 6 0 .
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IG e n e r a l  p u r p o s e  l a n g u a g e s  suc h as FO RT RA N C2 1 3 ,  
B A S I C  12 0 1 a n d  PASCAL £ 3 5 ]  a r e  u s e d  F o r  s i m u l a t i o n  s t u d i e s  
and F o r  o t h e r  t y p e s  oF s t u d i e s .  T h e s e  l a n g u a g e s  a r e  m o r e  
F l e x i b l e  a n d  can p r o d u c e  p r o g r a m s  t h a t  a r e  m o r e  e F F i c i e n t  
t h a n  t h e  g e n e r a l  p u r p o s e  s i m u l a t i o n  l a n g u a g e s .
1 I '
T h e r e  a r e  a l s o  c o m p u t e r  p a c k a g e s  a v a i l a b l e  F o r  
s i m u l a t i o n  s t u d i e s  s u c h  a s  CAPS 1 5 1 ,  SMTBPC C 181 and NAG 
1 2 5 1 .  CAPS i s  d e s i g n e d  t o  r u n  i n t e r a c t i v e l y  a n d  i t  
c o n v e r s a t i o n a l 1y  p r o m p t s  t h e  u s e r  i n  a w a y  t h a t  a l l o w s  h im 
t o  d e F i n e  a s i m u l a t i o n  m o d e l .  SMTBPC c o n t a i n s  t h e  b a s i c  
c o m p u t a t i o n a l  and s t a t i s t i c a l  t o o l s  n e c e s s a r y  t o  r u n  a 
s i m u l a t i o n  e x p e r i m e n t  on an  IBM P C - D O S .  NAG i s  a s e t  oF 
F o r t r a n  s u b r o u t i n e s  t h a t  c a n  be u s e d  F o r  d i F F e r e n t  
m a t h e m a t i c a l  p u r p o s e s ;  F o r  s i m u l a t i o n ,  t h e r e  a r e  a go o d 
numbe r oF s u b r o u t i n e s  t o  g e n e r a t e  r andom v a r i a b l e s .
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1 . 5 )  V e r i f i c a t i o n  and V a l i d a t i o n
T w o  s t a g e s  a r e  n e e d e d  t o  c h e c k  t h a t  t h e  s i m u l a t i o n
I
model,  r e p r e s e n t s  t h e  r e a l  s y s t e m .  T h e s e  s t a g e s  a r e :
|.
-  V e r i f i c a t i o n . -  C h e c k i n g  t h a t  t h e  s i m u l a t i o n  p r o g r a m  
o p e r a t e s  i n  t h e  w a y  t h a t  t h e  mod el  i m p l e m e n t e r  t h i n k s  
i t  d o e s ;  t h a t  i s ,  i s  t h e  p r o g r a m  f r e e  o f  e r r o r s  a nd 
c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l ?
-  V a l i d a t i o n . -  C h e c k i n g  t h a t  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l ,
;
c o r r e c t l y  i m p l e m e n t e d ,  i s  a s u f f i c i e n t l y  c l o s e  
a p p r o x i m a t i o n  t o  r e a l  i t y  f o r  t h e  i n t e n d e d  a p p l i c a t i o n
T h e  v e r i f i c a t i o n  c a n  be r e a l i z e d  i n  d i f f e r e n t
* i
f o r m s ,  some o f  t h e s e  a r e :
-  Ma n ua l  v e r i f i c a t i o n  o f  l o g i c .  Run t h e  model  f o r  a 
s h o r t  p e r i o d  by  m a c h i n e  and b y  h a n d ;  t h e n  c o m p a r e  t h e
i • i
r e s u I t s .
-  C h e c k i n g  a g a i n s t  known s o l u t i o n s .  A d j u s t  t h e  mode^ so 
t h a t  i t  r e p r e s e n t s  a s y s t e m  w i t h  a known s o l u t i o n ,  
a nd c o m p a r e  t h i s  w i t h  t h e  model  r e s u l t s .
-  S e n s i t i v i t y  t e s t i n g .  V a r y  j u s t  one p a r a m e t e r  w h i l e  
k e e p i n g  a l l  t h e  o t h e r s  f i x e d ,  a nd c h e c k  t h a t  t h e  
b e h a v i o u r  o f  t h e  mod el  i s  s e n s i b l e .
When w e  c r e a t e  a m o d e l  some p r o b l e m s  i n  t h e  
v a l i d a t i o n  ma y  a r i s e ,  b e c a u s e  o f  t h e  d i f f e r e n t  
i n t e r p r e t a t i o n s  t h a t  ca n  be g i v e n  t o  a s p e c i f i c  s y s t e m .  I t
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i s  a l w a y s  n e c e s s a r y  t o  r e s t r i c t  t h e  b o u n d a r i e s  o f  t h e  m o d e l ,  
i g n o r i n g  e v e r y t h i n g  o u t s i d e  t h a t  i s  n o t  an e x p l i c i t  i n p u t ,  
and n e g l e c t  - f a c t o r s  b e l i e v e d  t o  be u n i m p o r t a n t .  O t h e r  t y p e s  
o f  a p p r o x i m a t i o n s  a r e :
-  D i s t r i b u t i o n a l .  R e a l - w o r l d  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s  
a r e  f r e q u e n t l y  a p p r o x i m a t e d  b y  s i m p l e  d i s t r i b u t i o n s ,  
s u c h  a s  t h e  n o r m a l  o r  e x p o n e n t i a l .
-  I n d e p e n d e n c e .  T h e  mod el  i s  f r e q u e n t l y  s i m p l i f i e d  i f  
v a r i o u s  c o m p o n e t s  ( r a n d o m  v a r i a b l e s )  a r e  a s s u m e d  t o  
be  s t a t i s t i c a l l y  i n d e p e n d e n t .
-  S t a t i o n a r i t y . I t  s i m p l i f i e s  m a t t e r s  t o  a s s u m e  t h a t
p a r a m e t e r s  a nd o t h e r  f e a t u r e s  o f  t h e  s y s t e m  do no t
......... I
v a r y  o v e r  t i m e .  T h i s  may be  r e a s o n a b l e  i f  i t  can be 
l e g i t i m a t e l y  a r g u e d  t h a t  a n y  c h a n g e s  o v e r  t h e  
r e l a t i v e l y  l i m i t e d  p e r i o d  o f  i n t e r e s t  a r e  n e g l i g i b l e .
When a s i m u l a t i o n  p r o g r a m  p r o d u c e s  n o n s e n s e ,  i t  i s  
n o t  a l w a y s  c l e a r  w h e t h e r  t h i s  i s  due t o  e r r o r s  i n  t h e  
c o n c e p t u a l  m o d e l , p r o g r a m m i n g  e r r o r s ,  o r  e v e n  t h e  u s e  of 
f a u l t y  d a t a .  A  f a i l e d  a t t e m p t  a t  v a l i d a t i o n  u s u a l l y  
r e q u e s t s  m o d i f i c a t i o n  t o  t h e  m o d e l ,  w h i c h  i m p l i e s  c h a n g e s  i n  
t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m .  T h i s  me ans t h a t  mod el  c o n s t r u c t i o n ,  
v e r i f i c a t i o n  a n d  v a l i d a t i o n  o f t e n  a r e  i n  a d y n a m i c  f e e d b a c k  
1 o o p .
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1 . 6 )  O u t p u t s  A n a l y s i s
O n ce  t h e  s i m u l a t i o n  model  h a s  b e e n  v a l i d a t e d ,  t h e  
c o m p u t e r  p r o g r a m  M i l l  p r e s u m a b l y  be u s e d  t o  s t u d y  t h e  
b e h a v i o u r  o f  t h e  s y s t e m  M h i c h  has been m o d e l l e d ,  t r y  o u t
• i
a l t e r n a t i v e  s y s t e m  s p e c i f i c a t i o n s  and d e s i g n ,  a n d  a i d  i n  
m a k i n g  r e c o m m e n d a t i o n s  and d e c i s i o n s .  T h i s  s e c t i o n  f o c u s e s  
on hoM o u t p u t s  i n  a s t e a d y - s t a t e  s i m u l a t i o n  s h o u l d  be 
a n a l y z e d  t o  e n a b l e  t h e  d r a w i n g  o f  v a l i d ,  a c c u r a t e  and 
p r e c i s e  c o n c l u s i o n s .
A s t e a d y - s t a t e  s i m u l a t i o n  i s  o n e  f o r  M h i c h  t h e  
m e a s u r e  o f  p e r f o r m a n c e ,  0 ,  i s  d e f i n e d  a s  folloMs:
1 i m h < Y  . ,  . . , Y  > -  0 _ . l nn - » »
M h e r e  h i s  a f u n c t i o n  o f  t h e  s i m u l a t i o n  o u t p u t s ,  Y ^ " s ,  i . e . ,  
t h e  me a n,  t h e  v a r i a n c e , . . .  T h e  q u a n t i t y  0  m u s t  be  
i n d e p e n d e n t  o f  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  o f  t h e  s i m u l a t i o n  
m o d e l .  S o ,  t h e o r e t i c a l l y ,  o n e c o u l d  i n i t i a l i z e  t h e  
s i m u l a t i o n  i n  a n y  c o n v e n i e n t  w a y .
I
I n  a s t e a d y - s t a t e  s i m u l a t i o n  t w o  m ai n  q u e s t i o n s  
h a v e  t o  be  c o n s i d e r e d !  how l o n g  t h e  s i m u l a t i o n  s h o u l d  b e  r u n  
a nd how t h i s  r u n  s h o u l d  be s t a r t e d  i n  o r d e r  t o  a c h i e v e  
i n d e p e n d e n c e  b e t w e e n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  and t h e  q u a n t i t y  
0 .  V a r i o u s  m e t h o d s  d e s c r i b e d  b e l o w  t a k e  d i f f e r e n t  
a p p r o a c h e s  t o  c o p i n g  w i t h  t h e s e  q u e s t i o n s .
I l l f l  i n i U t l __ t r a n s i e n t  p r o b l e m .  By d e f i n i t i o n  o f  a
l i m i t ,  we c a n  be s u r e  t h a t  i f  we r u n  t h e  s i m u l a t i o n  l o n g
e n o u g h ,  h ( Y .............. Y  ) w i l l  be  c l o s e  t o  0 .  T h i s  d o e s  n o t  s a yi n
i
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a n y t h i n g  a b o u t  t h e  l e n g t h  o f  t i m e  we mu s t  w a i t  - for  t h i s  t o  
h a p p e n ,  a n d  t h e  d u r a t i o n  o-f t h i s  " t r a n s i e n t "  o r  " w a r m up "  
p e r i o d  c a n  d e p e n d  l a r g e l y  on t h e  w a y  t h e  r u n  w a s  
i n i t i a l i z e d .  T h e  p r o b l e m  o-f t h i s  i n i t i a l  t r a n s i e n c e  h a s  been 
v i e w e d  a s  o n e  o f  i d e n t i f y i n g  t h e  e x t e n t  o f  t h e  t r a n s i e n t  
p e r i o d ,  r e l a t i v e  t o  some p r a c t i c a l  c r i t e r i a .  T h e  u s u a l  
p r o c e d u r e  i s  t h e n  t o  d e l e t e  <o r  t r u n c a t e )  t h i s  i n i t i a l  
p e r i o d  f r o m  c o n s i d e r a t i o n ,  a n d  u s e  o n l y  t h e  s u b s e q u e n t  
o u t p u t  m e a s u r e s ,  Y . ' s  C 1 33.
I
T h e  e x t e n t  o f  t h e  t r a n s i e n t  p e r i o d  i s  c e r t a i n l y  
i n f l u e n c e d  b y  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  T h u s ,  t o  r e d u c e  t h e  
amount  o f  i n i t i a l  o u t p u t s  t h a t  m u s t  be d i s c a r d e d ,  i t  i s  
p r o b a b l y  w o r t h  g i v i n g  some t h o u g h t  t o  c h o o s i n g  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  w h i c h  a t  l e a s t  a p p e a r  t o  b e a r  some r o u g h  
r e s e m b l a n c e  t o  t h e  a n t i c i p a t e d  s t e a d y - s t a t e  c o n d i t i o n s .
R e p l i c a t i o n  M e t h o d .  I n  t h i s  m e t h o d ,  one o b s e r v a t i o n ,
Y j , i s  t a k e n  a f t e r  a c e r t a i n  s i m u l a t i o n  t i m e ;  t h i s  p r o c e s s  
i s  r e p e a t e d  s e v e r a l  t i m e s  t o  p r o d u c e  a s e q u e n c e  o f  Y ^ S .
T h i s  m e t h o d  h a s  t h e  a d v a n t a g e  t h a t  t h e  c l a s s i c a l  s t a t i s t i c a l  
a n a l y s i s  w i t h  i . i . d  o b s e r v a t i o n s  C 2 3 ]  can be  u s e d  f o r  t h e  
o u t p u t s  a n a l y s i s ,  g i v e n  t h a t  d i f f e r e n t  s e e d s  ( s t a r t i n g  
p o i n t s  i n  t h e  p s e u d o - r a n d o m  n u m b e r  g e n e r a t o r ,  c h a p t e r  I I I )
• i
w e r e  u s e d  i n  e a c h  s i m u l a t i o n  r u n .
I I
T h i s  m e t h o d  i s  t h e  o n l y  one  r e q u i r i n g  m o r e  thaln
one s i m u l a t i o n  r u n .  I t  i s  p o i n t e d  o u t  t h a t  r e p l i c a t i o n  i s  
t h e  p r o c e d u r e  a p p r o p r i a t e  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  t e r m i n a t i n g  
s i m u l a t i o n ;  s i m u l a t i o n s  w h i c h  e n d  when a p r e - s p e c i f i e d  e v e n t  
o c c u r s  ( [ 1 0 ] ,  p .  2 4 5 )
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R e o e n e r a t i v e  M e t h o d .  T h i s  m e t h o d  i s  b a s e d  on a c o n t i n u e d  
s i m u l a t i o n  r u n  w h i c h  i s  t h e n  p a r t i t i o n e d  i n t o  a s e r i e s  o f  
c o n s e c u t i v e ,  n o n - o v e r l a p p i n g  s u b s e q u e n c e s .  T h e s e  
s u b s e q u e n c e s  ( e p o c h s )  , e a c h  c o n t a i n i n g  a v a r y i n g  number o f  
o b s e r v a t i o n s  and t h e  d e m a r c a t i o n  p o i n t  b e t w e e n  a d j a c e n t  
e p o c h s ,  a r e  a l w a y s  i n  t h e  same s t a t e  < t h e  r e g e n e r a t i v e  
p o i n t ) ,  e . g .  e m p t y - a n d - i d l e . T h i s  e n s u r e s  t h e  i n d e p e n d e n c e  
o f  t h e  e p o c h s  ( C 1 6 J ,  p p .  2 9 7 - 3 0 0 ) .
T h e  e v o l u t i o n  o f  t h e  p r o c e s s  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  
r e g e n e r a t i o n  p o i n t s  i s  c a l l e d  a ' c y c l e ' ,  a n d  w h a t  h a p p e n s  
d u r i n g  a c y c l e  i s  an i . i . d .  r e p l i c a t e  o f  w h a t  h a p p e n s  d u r i n g  
a n y  o t h e r  c y c l e .
T h e  r e g e n e r a t i v e  m e t h o d  o f  c o n f i d e n c e  i n t e r v a l  
e s t i m a t i o n  i n  s i m u l a t i o n  h a s  dra wn much s c h o l a r l y  i n t e r e s t ,  
m a i n l y  b e c a u s e  i t  i s  a p r o c e d u r e  w i t h  t h e  s o u n d  u n d e r p i n n i n g  
o f  t h e  r e n e w a l  t h e o r y  o f  s t o c h a s t i c  p r o c e s s  a n d  t h u s  l e n d s  
i t s e l f  w e l l  t o  g e n e r a l  m a t h e m a t i c a l  p r o o f s .  H o w e v e r ,  u n l e s s  
t h e  p r o c e s s  b e i n g  s i m u l a t e d  h a s  t h i s  r e n e w a l  p r o p e r t y ,  t h e  
a n a l y s t  may become f r u s t r a t e d  i n  h i s  s e a r c h  f o r  r e g e n e r a t i o n  
p o i n t s  o r  s u i t a b l e  a p p r o x i m a t i o n s  [ 1 0 3 .
I
I
T i m e  S e r i e s  M e t h o d s  ( i . e . ,  a u t o r e g r e s s i v e  m o v i n g  a v e r a g e  
a n d  s p e c t r a l  a n a l y s i s ) .  A  t i m e  s e r i e s  i s  a c o l l e c t i o n  p f  < 
o b s e r v a t i o n s  ( Y ^ J  made s e q u e n t i a l l y  i n  t i m e )  f o r  e x a m p l e ,  
t h e  m o r t a l i t y  i n  t h e  l a s t  t e n  y e a r s ,  a nd t h e  n u m b e r  o f  1 
p a t i e n t s  h o s p i t a l i z e d  a t  m i d n i g h t  ( d a i l y  c e n s u s )  d u r i n g  one
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y e a r .  T h e  o b j e c t i v e s  i n  a t i m e  s e r i e s  may b e  t h e  p r e d i c t i o n  
o f  t h e  - f u t u r e  b a s e d  on K n o w l e d g e  o f  t h e  p a s t ;  i t  may be  |to
I
o b t a i n  an u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  m e c h a n i s m  t h a t  g e n e r a t e s  t h e  
s e r i e s ;  o r  a s u c c i n c t  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s a l i e n t  f e a t u r e s , o f  
t h e  s e r i e s  may s i m p l y  b e  d e s i r e d  C 4 3 .
' i
One o f  t h e  a d v a n t a g e s  i n  t i m e  s e r i e s  m e t h o d s  i s  
t h a t  t h e y  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  i n h e r e n t  s e r i a l  
a u t o c o r r e l a t i o n  i n  t h e  o u t p u t s  s i m u l a t i o n .  T h e  d i s a d v a n t a g e
i
i s  t h e  n umbe r  o f  c a l c u l a t i o n s  i n v o l v e d  i n  t h e s e  m e t h o d s .  
( C 1 0 3 ,  p .  2 4 7 )  . An e x t e n s i v e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e s e  m e t h o d ^  
c a n  be se e n i n  B r a t l e y  e t  al  ( C 2 3 ,  p p . 8 1 - 1 0 2 ) ,  F i s h m a n  
< C 9 ] ,  p p . 2 4 2 — 3 0 9 ) ,  K e l t o n  C 13]  a n d  K l e i j n e n  C 1 4 ] .
One o f  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  p o i n t s  t o  b e  made i n  
t h i s  s e c t i o n  i s  t h a t  s t a t i s t i c a l  a n a l y s i s  s h o u l d  be  an 
i n t e g r a l  p a r t  o f  a n y  s i m u l a t i o n  s t u d y .  T h e  l a c k  o f  p r o p e r  
a n a l y s i s  l e a v e s  one w i t h  r e s u l t s  t h a t  may b e  m i s l e a d i n g  and 
i n a c c u r a t e .  I f  o n e m a ke s s u b s t a n t i a l  e f f o r t s  t o  v a l i d a t e ,  
c o d e  a nd d e b u g  a c o m p l e x  s i m u l a t i o n  m o d e l ,  i t  se e ms  
w o r t h w h i l e  t o  m ak e  some e f f o r t  t o  u s e  t h e  mod el  e f f e c t i v e l y  
a n d  i n t e r p r e t  i t s  o u t p u t s  a p p r o p r i a t e l y .
I d
1 . 7> I m p l e m e n t a t i o n
T h e  f i n a l  s t a g e s  i n  t h e  s i m u l a t i o n  d e v e l o p m e n t  
p r o c e s s  a r e  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  s i m u l a t i o n  model  a n d  
i t s  u s e .  No s i m u l a t i o n  p r o j e c t  s h o u l d  be c o m p l e t e  u n t i l  i t s  
r e s u l t s  a r e  u s e d  i n  t h e  d e c i s i o n - m a k i n g  p r o c e s s .
T h e  s u c c e s s  o f  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  t a s k  i s  l a r g e l y  
d e p e n d e n t  up on t h e  d e g r e e  t o  w h i c h  t h e  m o d e l e r  h a s  
s u c c e s s f u l l y  p e r f o r m e d  t h e  o t h e r  a c t i v i t i e s  i n  t h e
s i m u l a t i o n  d e v e l o p m e n t  p r o c e s s  ( s e e  f i g u r e  1 . 3 > .  I f  t h e
i I '
m od el  b u i l d e r  and t h e  d e c i s i o n  m a k e r  h a v e  w o r k e d  c l o s e l y  
t o g e t h e r  and t h e y  b o t h  u n d e r s t a n d  t h e  model  a nd i t s  o u t p u t s ,
i
t h e n  i t  i s  l i k e l y  t h a t  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  p r o j e c t s  w i l l  be 
i m p l e m e n t e d  C 3 3 I .
On t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  t h e  model  f o r m u l a t i o n  a n d  
t h e  u n d e r l y i n g  a s s u m p t i o n s  a r e  n o t  e f f e c t i v e l y  c o m m u n i c a t e d ,  
t h e n  i t  i s  m o r e  d i f f i c u l t  t o  i m p l e m e n t  t h e  r e c o m m e n d a t i o n  
f r o m  t h e  s i m u l a t i o n  r e s u l t s ,  r e g a r d l e s s  o f  t h e  v a l i d i t y  o f  
t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l .
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Figure 1.3 The model-building process, showing the mutual participation of the decision-maker and the model builder.
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1 . 8 )  H i s t o r i c a l  B a c k g r o u n d
T h e  e a r l i e s t  u se  o f  t h e  c o n c e p t s  of  s i m u l a t i o n  i s  
u s u a l l y  c r e d i t e d  t o  C o u n t  de B u t t o n ,  a t r e n c h  n a t u r a l i s t ,  
who i n  1777 s t a t e d  w h a t  i s  now k n o w n  as B u t t o n ' s  n e e d l e
I
p r o b l e m s  a n e e d l e  o t  l e n g t h  ' a '  i s  t hr o w n  a t  r a n do m  on a 
p l a n e  c o v e r e d  w i t h  p a r a l l e l  l i n e s  t h a t  a r e  a l l  a d i s t a n c e  
' d '  a p a r t  < a i d ) ;  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  n e e d l e  
i n t e r s e c t s  o n e  ot  t h e  l i n e s  i s  p  =  2 a/ n d < s e e  C o n o l l y  C6 1,  
p .  1 8 5 ) .
B u t t o n  i s  s u p p o s e d  t o  h a v e  p e r t o r m e d  t h e  
e x p e r i m e n t  t o  c a l c u l a t e  t h e  v a l u e  o t  n ,  b y  s e t t i n g  t h e  
o b s e r v e d  f r e q u e n c y  e q u a l  t o  t h e  p r o b a b i l i t y  ' p ' .  T h i s  
r e m a r k a b l e  i d e a ,  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  a d e t e r m i n i s t i c  q u a n t i t y  
f r o m  t h e  d a t a  of  a r a n d o m  e x p e r i m e n t ,  b e ca me  a p r a c t i c a l
i 1
m e t h o d o l o g y  w i t h  t h e  a d v e n t  o f  d i g i t a l  c o m p u t e r s  t o  c a r r y  
o u t  l o g i c a l  o p e r a t i o n s  w i t h  a r t i f i c i a l l y  g e n e r a t e d  d a t a  a t  
h i g h  s p e e d .  T h i s  t e c h n i q u e  was f i r s t  u s e d  d u r i n g  t h e  
d e v e l o p m e n t  o f  t h e  a t o m i c  bomb f o r  t he n u m e r i c a l  e v a l u a t i o n  
o f  i n t e g r a l s ,  w h e r e  i t  wa s c a l l e d  t h e  M o n t e  C a r l o  M e t h o d  
C 121 .
. . . .  |
T h e  f i r s t  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  c o n c e p t  o f  s i m u l a t i o n  
f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  s y s t e m s  s u b j e c t  t o  s t o c h a s t i c  d e ma nd s 
wa s d o n e  a t  t h e  o u t s e t  o f  t h i s  c e n t u r y .  I n  1907,  J . C . T .  
B a l d w i n  d e s c r i b e d ,  i n  an e n g i n e e r i n g  r e p o r t  f o r  t h e  A m e r i c a n  
T e l e p h o n e  C o m p a n y ,  w h a t  i s  p r o b a b l y  t h e  f i r s t  mo d e r n  
s i m u l a t i o n  s t u d y .  B a l d w i n ' s  s t u d y  use d a r t i f i c i a l  d a t a  t o  
s i m u l a t e  t e l e p h o n e  t r a f f i c  and d e t e r m i n e  t h e  l o a d s  t h a t
I
c o u l d  be  h a n d l e d  b y  o p e r a t o r s  p r o v i d i n g  s e r v i c e  w i t h  g i v e n
i
I
19
a v e r a g e  d e l a y s .  B a l d w i n  c a l l e d  t h i s  t e c h n i q u e  t h e  “ t h r o w  
d o w n "  m e t h o d .  A l t h o u g h  i t  d i d  n o t ,  o f  c o u r s e ,  u s e  a 
c o m p u t e r ,  i t  e m b o d i e d  t h e  e s s e n t i a l  c o n c e p t s  o f  m o d e r n  
s i m u l a t i o n  s t u d i e s  < 1 7 1 ,  p .  2 6 3 ) .
I
I
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I I )  Random V a r i a t e  G e n e r a t i o n
2 . 1 )  I n t r o d u c t i o n
A s i m u l a t i o n  b a s e d  o n  ra ndo m b e h a v i o u r  n a t u r a l l y  
r e q u i r e s  a m e c h a n i s m  - for  g e n e r a t i n g  a s e q u e n c e  o f  e v e n t s
I
w h e r e  e a c h  s e q u e n c e  o b e y s  a p r o b a b i l i t y  l aw g o v e r n i n g  a 
p a r t i c u l a r  c o m p on e nt  o f  t h e  r a n d o m  b e h a v i o u r  i n  q u e s t i o n .
T h e  p r o b a b i 1 i t y  l a w  may t a k e  m a n y  f o r m s .  One c o m m o n l y  
e n c o u n t e r e d  i n  s i m u l a t i o n  w o r k  a ss ume s t h a t  e v e n t s  i n  t h t  
s e q u e n c e  a r e  i n d e p e n d e n t  and i d e n t i c a l l y  d i s t r i b u t e d ;  f o r  
e x a m p l e ,  w i t h  N o rm a l  o r  Gamma d i s t r i b u t i o n s  i f  t h e  e v e n t s  
a r e  c o n t i n u o u s  r a n d o m v a r i a b l e s ,  and w i t h  B i n o m i a l  o r  
P o i s s o n  d i s t r i b u t i o n s  i f  t h e  e v e n t s  a r e  d i s c r e t e  r a n d o m  
v a r i a b l e s .  T h i s  c h a p t e r  w i l l  d e s c r i b e  a v a r i e t y  o f  m e t h o d s  
f o r  g e n e r a t i n g  v a r i a b l e s  w i t h  r a n do m  b e h a v i o u r .
T h e r e  a r e  u s u a l l y  s e v e r a l  a l t e r n a t i v e  a l g o r i t h m s  
t h a t  c a n  be u s e d  f o r  g e n e r a t i n g  ra n do m v a r i a b l e s  f r o m  a 
g i v e n  d i s t r i b u t i o n ,  a nd a n u m b e r  o f  f a c t o r s  s h o u l d  b e  
c o n s i d e r e d  when c h o o s i n g  w h i c h  a l g o r i t h m  t o  u s e  i n  a 
p a r t i c u l a r  s i m u l a t i o n .  Law ftc K e l  t on  < C 2 ¿ 3 ,  p . 2 4 1 )  made t h e  
f o l l o w i n g  r e c o m m e n d a t i o n s i
-  E x a c t n e s s . I n  t h i *  c a s e ,  we s h o u l d  u s e  an 
a l g o r i t h m  w h i c h  r e s u l t s  i n  r a n d o m  v a r i a b l e s  w i t h  e x a c t l y  t h e  
d e s i r e d  d i s t r i b u t i o n ,  w i t h i n  t h e  l i m i t a t i o n s  o f  m a c h i n e  
a c c u r a c y .  T h e r e  a r e  some a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  t o  g e n e r a t e
r a n d o m  v a r i a b l e s ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  sum o f  t w e l v e  u n i f o r m
12r a n d o m  n u m b e r s  s u b t r a c t e d  b y  s i x ,  E ^ j U ^ - 6 ,  i s  u s e d  t o  
g e n e r a t e  a n o r m al  < 0 , 1 >  v a r i a b l e  < 1 3 9 3 ,  p .  6 9 ) .  Of c o u r s e ,
2 3
t h i s  a p p r o x i m a t i o n  i s  n o t  re c omme n d ed  b e c a u s e  o f  t he  amount 
o f  u n i - f o r m  n u m b e r s  n e e d e d  t o  g e n e r a t e  one s a m p l e .  
F o r t u n a t e l y ,  - for mos t  common d i s t r i b u t i o n s  - f ound i n  c o m p ut e r  
s i m u l a t i o n  l a n g u a g e s  ( s e c t i o n  1 . 4 )  e x a c t  a l g o r i t h m s  a r e  now 
a v a i l a b l e ,  o b v i a t i n g  t h e  n e e d  t o  c o n s i d e r  a n y  a p p r o x i m a t e  
m e t h o d .
-  E f  f  i c i e n c v . G i v e n  t h a t  we h a v e  t h e  c h o i c e  o-f 
a l t e r n a t i v e  e x a c t  a l g o r i t h m s ,  t h i s  c h a r a c t e r i s t i c  r e f e r s  t o 
t h e  s t o r a g e  s p a c e  a nd e x e c u t i o n  t i m e  r e q u i r e d  t o  g e n e r a t e  a 
r a n do m  v a r i a b l e .  Some a l g o r i t h m s  r e q u i r e  s t o r a g e  of  a l a r g e  
number  o f  c o n s t a n t s  o r  o f  l a r g e  t a b l e s ,  w h i c h  c o u l d  p r o v e  
t r o u b l e s o m e .  A s  f o r  e x e c u t i o n  t i m e ,  t h e r e  a r e  r e a l l y  two 
f a c t o r s .  F i r s t ,  we h o p e  t h a t  we ca n  a c c o m p l i s h  t he  
g e n e r a t i o n  o f  e ac h r a n d o m  v a r i a b l e  i n  a s m a l l  amount o f  
t i m e ;  t h i s  i s  c a l l e d  - ' m a r g i n a l  e x e c u t i o n  t i m e ' .  S e c o n d l y ,  
some a l g o r i t h m s  h a v e  t o  do some i n i t i a l  c o m p u t i n g  t o  s p e c i f y  
c o n s t a n t s  o r  t a b l e s  t h a t  d e p e n d  on t h e  p a r t i c u l a r  
d i s t r i b u t i o n ;  t h e  r e q u i r e m e n t  t o  do t h i s  i s  c a l l e d  t h e  ' s e t ­
up t i m e ' .  I n  m o s t  s i m u l a t i o n s ,  when we g e n e r a t e  a l a r g e  
number  o f  s a m p l e s ,  t h e  m a r g i n a l  t i m e  i s  l i k e l y  t o  be m or e  
i m p o r t a n t  t h a n  t h e  s e t - u p  t i m e .
I n  t h i s  c h a p t e r ,  we a r e  g o i n g  t o  s u r v e y  some of  
t h e  g e n e r a l  p r o c e d u r e s  u s e d  t o  g e n e r a t e  r a n d o m  v a r i a b l e s  
( s e c t i o n  2 . 2 ) .  I n  a d d i t i o n ,  i n  s e c t i o n  2 . 3 ,  a l g o r i t h m s  a r e  
d e s c r i b e d  f o r  g e n e r a t i n g  r a n d o m v a r i a b l e s  f r o m  p a r t i c u l a r  
c o n t i n u o u s  a nd d i s c r e t e s  d i s t r i b u t i o n s  t h a t  h a v e  been u s e f u l
i
i i
i n  s i m u l a t i o n .  F i n a l l y ,  i n  s e c t i o n  2 . 4 ,  we d e s c r i b e  a m e t h b d  
t o  g e n e r a t e  r a n d o m  v a r i a b l e s  when t h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  
i s  u n k n o w n .
A s  we s h a l l  s e e ,  t h e  b a s i c  i n g r e d i e n t  n e e d e d  f o r  e v e r y  
m e t h o d  o f  g e n e r a t i n g  ra n do m v a r i a b l e s  f r o m  a n y  d i s t r i b u t i o n  
i s  a s o u r c e  o f  u n i f o r m  r a n d o m v a r i a b l e s  U < e , l > .  F o r  t h i s  
r e a s o n  i t  i s  v e r y  i m p o r t a n t  t h a t  a s t a t i s t i c a l l y  r e l i a b l e  
IK 0 , 1 )  ra n do m n u m b e r s  g e n e r a t o r  b e  a v a i l a b l e .
F o r  c o n v e n i e n c e  we r e f e r  t o  s a m p l i n g  f r o m  a 
p a r t i c u l a r  d i s t r i b u t i o n  o f  a t y p e  o f  r andom v a r i a t e  b y  t h e  
w o r d  ' g e n e r a t i o n ' . F o r  e x a m p l e ,  e x p o n e n t i a l  g e n e r a t i o n  
d e n o t e s  s a m p l i n g  f r o m  a e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .
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2 . 2 )  G e n e r a l  P r o c e d u r e s
We s t a r t  by  d e s c r i b i n g  some g e n e r a l  p r o c e d u r e s  t o 
g e n e r a t e  ra n do m v a r i a b l e s  s u c h  ass I n v e r s e  T r a n s - f o r m  M e t h o d  
< - f or  c o n t i n u o u s  and d i s c r e t e  d i s t r i b u t i o n s ) ,  A c c e p t a n c e -  
R e j e c t i o n  M e t h o d ,  F o r s y t h e ' s  M e t h o d ,  A l i a s  M e t h o d  and t h e  
C o m p o s i t i o n  M e t h o d .
2 . 2 . 1 )  I n v e r s e  T r a n s - f o r m  M e t h o d
2 . 2 . 1 . 1 )  C o n t i n u o u s  D i s t r i b u t i o n s
L e t  X be  a r a n d o m  v a r i a b l e  w i t h  c u m u l a t i v e  
p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  - f u n c t i o n  < c . d . - f . )  F^<x > = P r < X $ x > .  
S i n c e  F x <*> i s  a n o n - d e c r e a s i n g  . f u n c t i o n ,  t h e  i n v e r s e
• f u n c t i o n  F ~ x <u) may be d e f i n e d  f o r  a n y  v a l u e  o f  u b e t w e e n  0
_  ^
a n d  1 a s F ~ x <u)  i s  t h e  s m a l l e s t  x t h a t  s a t i s f i e s  F ^ < x > £ u ,
< s e e  f i g u r e  2 . 1 ) ,  t h a t  i s ,  , , ,
F ~ x < u)  = i n f i x «  F x < x ) J u ) ,  0 i u $ l
I t  h as  b e e n  shown <1343 t* 1 3 9 3 )  t h a t  i f  U i s  u n i f o r m l y  
d i s t r i b u t e d  o v e r  t h e  i n t e r v a l  < 0 , 1 > ,  t h e n  X =  F ^ < U )  has 
t h e  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  F ^ < x > .
I • I
I I I
I
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HH1
1 H. ------------ _ _ _ _ _ _ _ ---------- ----- ---------------- _ _ _
•«.
F v <x>
U H ............................................  X
H .
•I
X =  F “ <U>
F i g u r e  2 . 1 . -  I n v e r s e  p r o b a b i l i t y  i n t e g r a l  
t r a n s f o r m a t i o n  m e t h o d
T h e r e f o r e ,  t o  g e t  a v a l u e ,  s a y  x ,  o f  a r a n do m  v a r i a b l e  X ,  
o b t a i n  a v a l u e ,  s a y  u ,  o f  a v a r i a b l e  U u n i f o r m l y  d i s t r i b u t e d  
o v e r  < 0 , 1 ) ,  c o m p u t e  F  x < u)  a nd s e t  i t  e q u a l  t o  x . T h i s
p r o c e d u r e i s  p r e s e n t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m :
A 1 g o r  i thm I T - 1
1) G e n e r a t e  U f r o m  U ( 0 , 1 )
2> X < — F  X <U>
3)  D e l i v e r  X
E x a m p ) e . - G e n e r a t e  a r a n d o m  v a r i a b l e  f r o m  a u n i f o r m  1 • '
d i s t r i b u t i o n  U < a , b ) ,  t h a t  i s
l / < b - a >  } a $ x $ b
1
f x <x> = <
0 ; o t h e r w i s e
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and
0 ; x < a
Fx <x> = r <x-a>/<b— a> ; a$x$b 
1 1 ; x > b
H e n c e ,  a p p l y i n g  t h e  a l g o r i t h m  I T - 1 ,
X = F ~ X <U> =  a + < b — a)  XU
i
I i
i
T o  a p p l y  t h e  i n v e r s e  t r a n s - f o r m  m e t h o d ,  F ^ C x )  mu st  e x i s t  i n  a 
f o r m  f o r  w h i c h  t h e  c o r r e s p o n d i n g  i n v e r s e  t r a n s f o r m  c a n  be 
f o u n d  a n a  1y t i c a 11 y . D i s t r i b u t i o n s  of  t h i s  t y p e  a r e
I
E x p o n e n t i a l  , U n i f o r m ,  h l e i b u l  1 , L o g i s t i c  and C a u c h y .  
U n f o r t u n a t e l y ,  f o r  m a n y  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s  i t  i s  
e i t h e r  i m p o s s i b l e  o r  e x t r e m e l y  d i f f i c u l t  t o  f i n d  t h e  i n v e r s e  
t r a n s f o r m ,  t h a t  i s  t o  s o l v e
U =  / x f v < x> dx
w i t h  r e s p e c t  t o  x .
E v e n  i n  t h e  c a s e  w h e n  F  e x i s t s  i n  an e x p l i c i t
f o r m ,  t h i s  i n v e r s e  t r a n s f o r m  m e t h o d  i s  n o t  n e c e s s a r i l y  t h e  
mos t  e f f i c i e n t  m e t h o d  f o r  g e n e r a t i n g  r a n d o m v a r i a t e s .
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2 . 2 . 1 . 2 )  D i s c r e t e  D i s t r i b u t i o n s
L e t  X be a  d i s c r e t e  r . v .  w i t h  p r o b a b i l i t y  mass 
■ f unc t ion  ( p . m . f . )
P r I X  =  x ]  =  P I k = 0 , 1 ............
I
i
and w i t h  c . d . f  •
9k =  P r t X  $ k3 =  z'':m9P i
t hen
P r t 9 k - 1  < U * 9 k 3 = 9 k “  9 k - l  =  P k 
w h e r e  U i s  -from U < 0 , l > , T h u s  i
i
x  = Cxk : g k _ j  < U i  g k 3
T h e  a b o v e  p r o c e d u r e  i s  d e s c r i b e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m :  
A 1 g o r  i thm I T - 2
1) D < - P 0
2) B < - D
3) K < - e
4) G e n e r a t e  U f r o m  U ( 0 , 1 )
3) I f  U S B < U $ g k > , d e l i v e r  X
Ó) K < - K+ 1
7) D < - A k + l * D <Ak + l " p k - M / p k >
00 B < - b  ♦ D ( ® k + l ” 9 k + p k + l 3
?> Go t o s t e p  5
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•for someT a b l e  2 . 1  r e p r e s e n t s  t h e  v a l u e s  o f  Pg and 
d i s c r e t e  d i s t r i b u t i o n s .  I n  o r d e r  t o  g e n e r a t e  a r a n d o m  
v a r i a b l e  f r o m  a s p e c i f i e d  d i s c r e t e  d i s t r i b u t i o n ,  w e  t a k e  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  v a l u e s  o f  Pg and A ^ + j f r o m  t a b l e  2 . 1  a n d  t h en  
r u n  a l g o r i t h m  I T - 2 .
T a b l e  2 . 1  V a l u e s  of  Pg a nd A^,+  ^ f o r
some d i s c r e t e  d i s t r i b u t i o n s
D i s t r i  b u t i o n s  
Pk
p 0
A s P  / P
k + i  k + r  k
a) B i n  om i a 1
. k .  . . n - k  n ! p  < l - p >
< i - P) n
<n - k >  p
k ! < n - k >  ! < k + 1 ) < l - p >
k = 8 , 1 ........... n ; p>0
b) P o i  sson
- X v k e X - x x / < k + l )
k !
k = 0 , 1 , . . . j X>0
c> G e o m e t r i  c
p < l - p > * p < l - p )
k - e , i t . . . |  p>8
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I2 . 2 . 2 )  A c c e p t a n c e - R e j e c t i o n  M e t ho d
T h e  a c c e p t a n c e - r e j e c t i o n  met hod c o n s i s t s  o f  
s a m p l i n g  a r ando m v a r i a t e  -from an a p p r o p r i a t e  d i s t r i b u t i o n  
a nd s u b j e c t i n g  i t  t o  a t e s t  t o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  o r  n o t  i t
’ i
w i l l  b e  a c c e p t a b l e  - f o r  u s e .  T h i s  m e t h o d ,  - f i r s t  s u g g e s t e d  by  
v o n  Neumann C 4 2 3 ,  c a n  be u s e d  when t h e  p . d . - f .  f v <x> i s  
K n o w n .
L e t  X t o  b e  g e n e r a t e d  -from f x <x> • T o  c a r r y  o u t  t h e  
a c c e p t a n c e - r e j e c t i o n  m e t h o d ,  V x> i s  r e p r e s e n t e d  as
f x <x> = C X h < x ) X g < x > ......................< 2 .  1)
w h e r e  C $ 1 ,  h < x )  i s  a l s o  a p . d . - f .  and 8 < g < x ) < l .  T h e n ,  we 
g e n e r a t e  two r a n d o m v a r i a t e s  U and Y -from U < 0 , 1 >  and h<x> 
r e s p e c t i v e l y , a nd t e s t  t o  s e e  w h e t h e r  o r  n o t  t h e  i n e q u a l i t y  
U $ g ( Y )  h o l d s .  I-f t h e  i n e q u a l i t y  h o l d s ,  then a c c e p t  Y  a s  t h e  
v a r i a t e  g e n e r a t e d  - f r om f x < x > .  I f  t h e  i n e q u a l i t y  d oe s n o t  
h o l d ,  r e j e c t  t h e  p a i r  U , Y  a n d  t r y  a g a i n .
T h e  t h e o r y  b e h i n d  t h i s  me t ho d i s  b a s e d  on t h e  
f o l l o w i n g  t h e o r e m  >
T h e o r e m  L e t  X be a random v a r i a b l e  d i s t r i b u t e d  w i t h  
p . d . f .  f x < x > , w h i c h  i s  r e p r e s e n t e d  as
' I
f x <x> = C X g < x ) X h ( x )
w h e r e  C $ 1 ,  0 i g < x > i l  a n d  h ( x )  i s  a l s o  a p . d . f .  L e t  U a n d  Y  be
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d i s t r i b u t e d  U ( 8 , l >  and h < x ) ,  r e s p e c t i v e ! y .  T he n
■f y  < x I U$g<Y> > =  f x <x>
( P r o o f ,  see r e f  [ 3 9 ]  p .  4 6 )
T h e  e f f i c i e n c y  o f  t h e  a c c e p t a n c e - r e j e c t i o n  m e t h o d  
i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  i n e q u a l i t y  U $ g < Y > .  T h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  
t h e  i n e q u a l i t y  h o l d s  i n  e ac h t r i a l  i s  o b t a i n e d  f r o m :
P r  C U$g<Y> ] =  / P r C  U i g < Y | Y = x >  ] * h < x > d x
w h e r e
PrC U $ g < Y | Y = x >  ] =  PrC U$g<x> ] = g < x )
s o ,
PrC U*g<Y> ] =  /  g < x ) h < x > d x  
=  /  C f x < x > / C 3 d x
I
= 1/C
T h e n ,  t h e  p r o b a b i  1 i t y  o f  s u c c e s s  i n  e a c h  t r i a l  i s  p = 1/ C j 
S i n c e  t h e  t r i a l s  a r e  i n d e p e n d e n t ,  t h e  n u mb e r  of  t r i a l s  N ,  
b e f o r e  a s u c c e s s f u l  p a i r  U ,  Y i s  f o u n d ,  h a s  a g e o m e t r i c  
d i  s t r  i bu t i on :
PN <n> = p < l - p ) n ; n - 0 , 1 , . . . .
w i  th
E<N> = C 1 -  1/C ] / < 1/C)  =  C -  1 ,
H e n c e ,  C = 1 + E (N > i s  d e f i n e d  as  t h e  e x p e c t e d  n u m b e r  o f  
p a i r s  U &< Y n e e d e d  t o g e t  one  s a m p l e  f r o m  f x < x > .
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T h e  a l g o r i t h m  -for t h e  a c c e p t a n c e - r e j e c t i o n  m e t h o d  i s  as 
■foil ows s
A1 g o r  i thm A R - 1
1> G e n e r a t e  U -from U< 0, 1>
2 )  G e n e r a t e  Y  -from p . d . - f .  h<x>
3)  I-f U $ g < Y > ,  d e l i v e r  Y  as t h e  v a r i a t e  g e n e r a t e d  
■from f x <x>
4> Go t o  s t e p  1
F o r  t h i s  m e t h o d  t o  be o f  p r a c t i c a l  i n t e r e s t  t h e  f o l l o w i n g  
c r i t e r i a  m u s t  be u s e d  i n  s e l e c t i n g  h < x ) t
-  I t  s h o u l d  be  e a s y  t o  g e n e r a t e  a r a n d o m  v a r i a b l e  
f r o m  h <x )  .
-  T h e  e f f i c i e n c y  o f  t h e  p r o c e d u r e  1/C s h o u l d  be 
l a r g e ,  t h a t  i s ,  C s h o u l d  b e  c l o s e  t o  1.
E x a m p l e . -  G e n e r a t e  a r a n d o m  v a r i a b l e  f r o m  t h e  f o l l o w i n g  
di  s t r  i bu t i on :
l
i
L e t  u s  d e s c r i b e  f x <x> a s t h e  e x p r e s s i o n  ( 2 . 1 ) ,  a s s u m i n g  
h < x> = 2*x 8 $ x S 1
g ( x >  = x 0 $ x $ 1
and
C = 3 / 2
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T o  a p p l y  a l g o r i t h m  A R - 1 ,  we g e n e r a t e  t h e  v a r i a b l e  Y -from 
h < x > j  - for  t h i s  p u r p o s e ,  we u s e  t h e  a l g o r i t h m  I T — 1. S o ,
U j  f r o m  U ( 0 , 1 )
0
T h e n ,  c o m p a r e
U2 $ g(Y) = Y = Uj* U2 from U< 0,1)
I f  t h e  c o n d i t i o n  h o l d s ,  Y  i s  t a k e n  as t h e  v a r i a t e  g e n e r a t e d  
f r o m  f x <x> . I f  n o t ,  t a k e  a n o t h e r  p a i r  ( U j ,  U 2> a n d  r e p e a t  
t h e  c o n d i t i o n .  T h e  p r o b a b i 1 i t y  o f  s u c c e s s  i s  1/C =  2 / 3  a n d  
t h e  e x p e c t e d  n u m b e r  of  p a i r s  U tc Y  n e e d e d  p e r  s a m p l e  i s  
C =  3 / 2 .
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2 . 2 . 3 )  F o r s y t h e ' s  M e t h o d
F o r s y t h e ' s  m e t h o d  i s  a r e j e c t i o n  t e c h n i q u e  - for 
s a m p l i n g  -from a c o n t i n u o u s  d i s t r i b u t i o n ,  w h e r e  t h e  o r i g i n a l  
i d e a  i s  a t t r i b u t e d  t o  v o n  Neumann C 4 2 i .  T h i s  m e t h o d  i s  
u s e f u l  f o r  g e n e r a t i n g  e x p o n e n t i a l  r a n d o m  v a r i a t e s ;  i t  
r e q u i r e s  no c o m p l i c a t e d  f u n c t i o n  s u c h  as l o g ,  s q u a r e  r o o t ,  
o r  s i n e .
)
G e n e r a l  A l g o r i t h m . -  L e t  f < x>  > 0 be d e f i n e d  f o r  a l l
i I 1
X 5 0 a n d  s a t i s f y  t h e  f i r s t - o r d e r  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l
I I
e q u a t  i on
f ' ( x )  + b ( x ) X f < x >  =  6 ....................< 2 . 2 )
8 $ x < oo ; b< x> £ 0 .
L e t
x I I
B< x )  =  /  b < t>  d t  
0
a n d  a s s u m e  t h a t
M
-  f  - B < x >  .6  =  J  e dx
0
t h e n
f < x >  -  < i / * >  x ; B<X>
i s  a u n i q u e  s o l u t i o n  o f  ( 2 . 2 )  w i t h  / “  f ( x ) d x  =  1.  H e n c e  f ( x >  
i s  t h e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  n o n —n e g a t i v e  
r a n d o m  v a r i a b l e s .
37
T h e  p r o c e d u r e  t o  g e n e r a t e  a r a n d o m  v a r i a b l e  X w i t h  
t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  f < x >  i s  d i v i d e d  i n t o  two s t a g e s .  In 
t h e  - f i r s t  s t a g e  o-f t h e  m e t h o d  an i n t e r v a l  i s  s e l e c t e d  f o r  x ,  
and i n  t h e  s e c o n d  s t a g e  t h e  v a l u e  o f  x i s  d e t e r m i n e d  w i t h i n  
t h e  i n t e r v a l  b y  t h e  a c c e p t a n c e - r e j e c t i o n  m e t h o d .  T h r e e  
t a b l e s  f o r  t h i s  p r o c e d u r e  a r e  n e e d e d ,  < q k > ,  <dk > and ( r k >.  
q k d e f i n e s  an e x t r e m e  o f  k - t h  i n t e r v a l  i n  w h i c h  t h e  r a n g e  of  
v a l u e s  o f  X i s  d i v i d e d :
Ra n ge  o f  X =
T h e  i n t e r v a l s  a r e  
t o  t h e  c o n s t r a i n t
 ^  ^^0 |(^i^ • ^ ^ 1 ’ ^2^ * ‘ 1 * *  ^^ K — 11 ^
c h o s e n  t o  be as l a r g e  a s  p o s s i b l e  s u b j e c t
B < q k> -  B < q k _ j >  * < 2 . 3>
T h e  d e f i n i t i o n  o f  d k and r k a r e :
d k q k q k - l
and
q k
r u = J  f ( x ) d x
K e
F o r  s i m p l i c i t y ,  t h e  f o l l o w i n g  f u n c t i o n  i s  d e f i n e d  
Gk <x> -  B i q ^ j  ♦ x> -  B < q k _ j >  j k - l , 2 , . . . , K
|
Now,  t o  c a r r y  o u t  F o r s y t h e ' s  m e t h o d ,  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m  
i s  u s e d :
i I 1
A l g o r  i thm F -  1
1> S e t  k < -  1.  G e n e r a t e  a u n i f o r m  d e v i a t e  U. i
2 )  I f  U $ r k , g o t o  s t e p  4 
3> k < -  k ♦ 1 ,  go t o  s t e p  2
I 1
38  1
I
4)  G e n e r a t e  a n o t h e r  d e v i a t e  U ,  s e t  W < -  UX d^
5> S e t  t < -  Gk <W>
6)  G e n e r a t e  a s e q u e n c e  o f  i n d e p e n d e n t  s a m p l e s  U j ,
U g ............» U n -from U < 0 , 1 ) ,  w h e r e  n i s  d e t e r m i n e d
b y  t h e  c o n d i t i o n :  t £ U ,  ) .............. £ U , < Ul n — 1 n
C i  f  t < U j ,  t h e n  n ~ 1 3 .
I f  n i s  o d d ,  d e l i v e r  X = q ^ _ j + W ,  o t h e r w i s e  go t o  s t e p  4 .
S t e p s  1 t o  3 d e t e r m i n e  w h i c h  i n t e r v a l  t q k _ j ,  q^> t h e  
v a r i a b l e  X  w i l l  b e l o n g  t o .  S t e p s  A  t o  6 d e t e r m i n e  t h e  v a l u e  
o-f X  w i t h i n  t h e  i n t e r v a l .
T h e  a l g o r i t h m  F - l  i s  b a s e d  on t h e  - f o l l o w i n g  t h e o r e m :
T h e o r e m . -  L e t  t be a g i v e n  numbe r i n  [ 0 , 1 ) .  G e n e r a t e
i n d e p e n d e n t  C 9 , l >  u n i f o r m  v a r i a t e s  U j , . . . . , U  . n i s
d e t e r m i n e d  b y  t h e  c o n d i t i o n  t $ U .  $ .............. £ U . < U t n== 1l  n — l n
i f  t < U j ] . T h e n
<a)  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  n b e i n g  an o d d  number  i s  
P< t> = e - t
<b> t h e  e x p e c t e d  v a l u e  o f  n ,  i r r e s p e c t i v e  o f  w h e t h e r  n 
i s  odd o r  e v e n ,  a m o u n t s  t o  E <t >  ** e t
( P r o o f ,  s e e  A h r e n s  tc D i e t e r  [ 3 ]  p .  928 >
A n  i m p o r t a n t  f e a t u r e  o f  t h i s  m e t h o d  i s  t h a t  i t  
d o e s  n o t  s p e c i f y  a u n i q u e  a l g o r i t h m ,  b u t  r a t h e r  a f a m i l y  qf  
a l g o r i t h m s ,  s u b j e c t  t o  ( 2 . 3 )  b e i n g  s a t i s f i e d .  T h e  i n t e r v a l  
d^ c a n  be  c h o s e n  a t  w i l l .  A d i s a d v a n t a g e  o f  t h i s  m e t h o d  i s  
t h a t  i t  r e q u i r e s  t a b l e s  o f  t h e  c o n s t a n t s  q k , d^ a n d  r ^ .
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and r ^  c a n  be d e f i n e d  i nE x a m p l e s  o f  how q^  , 
t w o  d i s t r i b u t i o n s  a r e  as - f o l l o w s :
E x p o n e n t i a l  D i s t r i b u t i o n . -  I f  b ( x >  = 1 i n  < 2 . 2 ) ,  t h e n
— x
B ( x )  =  x a n d  f i x )  =  e . F o r  a l g o r i t h m  F - l ,  q^=k , d ^ = l ,
*~kr ^ = l - e  a n d  G^< x> = x
N o r m a l  D i s t r i b u t i o n . -  I f  b ( x ) = x  i n  ( 2 . 2 ) ,  t h e n  B ( x ) = x 2/ 2  
.  - x 2/ 2
a n d  f < x )  =  < l / 2 n ) * X e , c o r r e s p o n d i n g  t o  h a l f  o f  t h e
n o r m a l  d i s t r i b u t i o n .  F o r  t h e  a l g o r i t h m  F - l ,  we h a v e  
q0= 0 ,  q j = l ....................qk= < 2 * k - l > *  <k*2>
a n d
d j = l ,  d 2= 3 * - l , ---------, d k= * < 2 k - l ) ,fc -  ( 2 k —3 )  ^
A1 s o
Gj,<x> =  x 2/ 2  + q k _ j X x
- I 1
T h e  v a l u e  o f  r ^  m u s t  be c o m p u t e d  f r o m  t h e  p r o b a b i l i t y  
i n t  e g r  al .
i
I n  1976,  A t k i n s o n  k  P e a r c e  C8I made a t i m i n g  
c o m p a r i s o n  t o  show t h e  e f f i c i e n c y  o f  F o r s y t h e ' s  m e t h o d  on 
t w o  c o m p u t e r s  ( C y b e r  7 3 - 4  a n d  IBM 3 6 0 / 6 5 ) .  T h e y  s h o w e d  t h a t
l • i
t h i s  m e t h o d  g e n e r a t e d  B e t a  a nd Gamma v a r i a b l e s  a p p r e c i a b l y  
f a s t e r  t h a n  a n y  p r e v i o u s l y  p u b l i s h e d ,  e x c e p t  f o r  t h e  Gamma 
d i s t r i b u t i o n  w i t h  i n d e x  at l e s s  t h a n  8 . 1 .  F o r  t h e  g e n e r a t i o n  
o f  a Norma l  v a r i a b l e ,  F o r s y t h e ' s  m e t h o d  d i d  n o t  p r o v i d e  t h e  
b e s t  a l g o r i t h m .
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2 . 2 . 4 )  A t  i a s  M e t h o d
T h e  a l i a s  m e t h o d  i s  a c l e v e r ,  new and - fast  me t h o d  
■for g e n e r a t i n g  r a n d o m  v a r i a b l e s  -from an a r b i t r a r y  d i s c r e t e  
d i s t r i b u t i o n .  T h i s  m e t h o d  i s  d u e  t o  W a l k e r  C433 . T h e  m e t h o d  
i s  r e l a t e d  t o  r e j e c t i o n  t e c h n i q u e s  b u t  d i - f f e r s  f r o m  them i n  
t h a t  a l l  s a m p l e s  c o m p r i s i n g  t h e  i n p u t  d a t a  c o n t r i b u t e  t o  t h e  
s a m p l e s  i n  t h e  t a r g e t  d i s t r i b u t i o n .  A  s i m p l e  p r o b a b i l i s t i c  
p r o o f  t h a t  t h e  m e t h o d  w o r k s  f o r  a n y  d i s c r e t e  d i s t r i b u t i o n  
w i t h  a f i n i t e  number  o f  o u t c o m e s  c a n  b e  f o u n d  i n  Kr o nma l  a nd 
P e t e r s o n  1 2 5 3 .
M e t h o d
S u p p o s e  t h e  r a n do m  v a r i a b l e  X  i s  d i s t r i b u t e d  o v e r  
t h e  i n t e g e r s  1 , 2 , . . . , n  w i t h  p < i ) = P r t X = i 3 . L e t  I be  an 
i n t e g e r  u n i f o r m i l y  d i s t r i b u t e d  o v e r  1 , 2 , . . . . , n < w , i . e . ,  
P r C I = j 3  = q =  1 / n . T h e  m e t h o d  c o n s i s t s  o f  s e t t i n g  
l I w i t h  p r o b a b i l i t y  R ( I >H^
A < 1> w i t h  p r o b a b i  1 i t y  1 - R < I >
w h e r e  A < I >  i s  an a l i a s .  T h e  f u n c t i o n s  R < I >  t* A < I >  a r e  c h o s e n  
a c c o r d i n g  t o  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m !
A I g o r i  thm A T - 1
8 .  ( I n i t i a l i z e  s e t s  H and L {  4  d e n o t e s  t h e  
e m p t y  s e t 3 i  H < — ♦ ,  L  < -  ♦ .
F o r i -  1 t o n t
a ) R< i> < - nXp< i> ;
b> i f R< i > > 1, t h e n a d d  i t o H i
c ) i f R< i ) < 1. t h e n a d d  i t o L .
I
I2 .  a)  1f H = ♦,  s t o p ;
b> o t h e r w i s e  s e l e c t  an i n d e x  j  -from L a n d  an 
i n d e x  k -from H .
a) S e t  A< j  > < - * !
b) R ( k )  < -  R ( k ) ♦ R< j  > -  1;
c ) i f  R( k> $ 1, r e m o v e  k f r o m H ;
d) i f  R ( k )  < 1 , a dd k t o  L ;
e) re mo ve  j  f r o m L  l a n d  f r o m f u r t h e r
c o n s i d é r â t  i on I •
Go t o  s t e p  2
A F o r t r a n  s u b r o u t i n e  o f  t h e  a b o v e  a l g o r i t h m  c a n  be se e n i n 
B r a t l e y ,  e t  al  ( t i l l ,  p .  3 0 0 - 3 9  0  and W a l k e r  C433 . T h e
I
a l g o r i t h m  t o  g e n e r a t e  a r a n d o m  v a r i a b l e  u s i n g  t h e  a l i a s  
m e t h o d  i s  as f o l l o w s ;
1> S e t  I < -  F V  1 I V=nU , U ~ U < 8 , O  ( t h u s  I i s
f r o m  a d i s c r e t e  u n i f o r m  on 
C l , n l >
2)  S e t  W < -  I -  V
3)  I f  W $ R(  I > , d e l i v e r  X = I ; 
o t h e r w i s e  d e l i v e r  X  ■ A < I )
I t  i s  r e m a r k a b l e  t h a t  t he  number  o f  o p e r a t i o n s  
r e q u i r e d  t o  g e n e r a t e  a d i s c r e t e  v a r i a b l e ,  u s i n g  W a l k e r / s 
a l i a s  m e t h o d ,  a r e  so f e w ( i n  p a r t i c u l a r  t h a t  o n l y  one 
c o m p a r i s o n  i s  n e e d e d )  and t h a t  i t  d oe s n o t  d e p e n d  on t h e  
d i s c r e t e  d i s t r i b u t i o n  s p e c i f i e d ,  no t  e v e n  on t h e  number  of  
mass p o i n t s  of  t h e  d i s t r i b u t i o n .
4 2
A t i m i n g  c o m p a r i s o n  o-f t h e  a l i a s  m e t h o d  can be 
seen i n  P e t e r s o n  lc K r o n m a l  C373 . T h e  a u t h o r s  s ho w t h a t  t h i s  
m e t h o d  i s  - f a s t e r  t h a n  t h e  i nde x e d - s e a r  ch m e t h o d  and 
M a r s a g l i a  t a b l e  m e t h o d  ( t h e s e  t w o  m e t h o d s  a r e  n o t  d e s c r i b e d  
i n  t h i s  p a p e r ) . T h e  e x p e r i m e n t  i s  r e a l i z e d  w i t h  5 0 , 0 8 6  
s a m p l e s  g e n e r a t e d  -from a P o i s s o n  v a r i a b l e  i n  t h e  c o m p u t e r s  
CDC C y b e r  1 7 0 - 7 5 0  a nd D E C - 10.
i
I
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2 . 2 . 5 )  C o m p o s i t i o n  M e t ho d
T h e  c o m p o s i t i o n  m e t h o d  i s  a p p l i e d  when t h e  
d i s t r i b u t i o n  - f u n c t i o n  F ,  f r o m  w h i c h  we w i s h  t o  s a m p l e ,  c a n  
be  e x p r e s s e d  a s  a p r o b a b i 1i t y  m i x t u r e  of  a f i n i t e  number o f  
d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n s  F j ,  F ^ , . . . F ^ .  We w o u l d  hope t o  be 
a b l e  t o  s a m p l e  f r o m  F ^ ' s  mor e  e a s i l y  t ha n f r o m  t he 
o r i g i n a l  F .
S p e c i f i c a l l y ,  i t  i s  ass ume d t h a t  f o r  a l l  x ,  F<x> 
c a n  be  w r i t t e n  as
F <x>
XUII «  F . < x >X j  = j J J
w h e r e  k < « , at . £ 0  , E k : at =  1.’ J j “  1 J
E q u i v a l e n t l y ,  i f  X h a s  d e n s i t y  f u n c t i o n  f ^ X x )  w h i c h  can b e  
w r  i t  t e n  as
y
f v <x> =  V  at , f  . ( x>
X j . !  J J
w h e r e  t h e  f ^ ' s  a r e  o t h e r  d e n s i t i e s ,  t h e  c o m p o s i t i o n  m e t h o d  
s t i l l  a p p l i e s ;  t h e  d i s c r e t e  c a s e  i s  a n a l o g o u s .  T h e  g e n e r a l  
c o m p o s i t i o n  a l g o r i t h m ,  t h e n ,  i s  a s  f o l l o w s :
|
>
1> G e n e r a t e  a p o s i t i v e  r ando m i n t e g e r  J  suc h t h a t
P< J  -  J  )  -  B j  f o r  J -  1,  2 ........... k
2)  G i v e n  t h a t  J  =  j ,  g e n e r a t e  X f r o m  f j < x >
3> D e l i v e r  X
i
I ■
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E x a m p l e . -  G e n e r a t e  a r a n d o m  v a r i a b l e  -from
f x <x)  = < 5 / 1 2 )  t H - < x - l > 4 ) ; 0 $ x $ 2
w h i c h  can be w r i t t e n
f v <x)  = < 5 / 6 )  X f .<  x> + <1 / 6 > X f , . < x >X 1 2
w h e r e
f j < x )  =  1/2 } f 2 <x> =  < 5 / 2 ) X < x - l ) 4 0 $ x $ 2
t h e r e f o r e
1 2XU2 ; i f  U j < 5 / 6
x -  {
1+< 2* U2 - 1 )  ( l / 5 )  } i f  U ,  Î  5 / 6
* I I «
T h e  a d v a n t a g e  o-f t h e  c o m p o s i t i o n  m e t h o d  i s  t h a t  we
I
c a n  s o m e t i m e s  f i n d  a d e c o m p o s i t i o n  t h a t  a s s i g n s  h i g h  
p r o b a b i l i t y  « .  t o  p . d . f . ' s  f r o m  w h i c h  s a m p l i n g  X i s
/
i n e x p e n s i v e  and c o n c o m i t a n t l y  a s s i g n s  l o w p r o b a b i l i t i e s  
t o  p . d . f . ' s  f r o m  w h i c h  s a m p l i n g  X i s  e x p e n s i v e .  F o r  f u r t h e r
I I
i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h i s  m e t h o d  see A h r e n s  D i e t e r  C 21 ,
I
M a r s a g l i a  C281 and M o r g a n  < [ 3 4 1 ,  p .  1 0 7 - 1 1 3 ) .
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2 . 3 )  S p e c i f i c  P r o c e d u r e s
1 I '
A l t h o u g h  mos t  m e t h o d s  f o r  g e n e r a t i n g  r a n d o m 
v a r i a b l e s  can b e  c l a s s i f i e d  i n t o  one o f  t h e  g e n e r a l  
a p p r o a c h e s  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  2 . 2 ,  some t e c h n i q u e s  s i m p l y  
r e l y  on s p e c i a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  d e s i r e d  d i s t r i b u t i o n  
f u n c t i o n  F o f  t h e  ra n do m v a r i a b l e  X .  F r e q u e n t l y ,  t h e  s p e c i a l
i
p r o p e r t y  w i l l  t a k e  t h e  f o r m  o f  r e p r e s e n t i n g  X i n  t e r m s  o f  
o t h e r  r a n d o m  v a r i a b l e s  w h i c h  a r e  mor e  e a s i l y  g e n e r a t e d .
S i n c e  t h e r e  i s  n o  g e n e r a l  f o r m  o f  t h e s e  t e c h n i q u e s ,  we s h a l l  
g i v e  e x a m p l e s  f o r  t h r e e  c o n t i n u o u s  ( E x p o n e n t i a l , N o rm a l  and 
Gamma) a n d  t h r e e  d i s c r e t e  ( B i n o m i a l ,  P o i s s o n  a n d  G e o m e t r i c )  
d i s t r i b u t i o n s .
2 . 3 . 1 )  C o n t i n u o u s  D i s t r i b u t i o n s
2 . 3 . 1 . 1 )  E x p o n e n t i a l
An e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  X h a s  p . d . f .
l ( l / * >  X e x p < - x / i )  ; 0 S x * ■» , $  > 0
f x ( x )  =  1
V. 0 | o t h e r w i  se
w h i c h  we w i l l  d e n o t e  b y  E X P ( t f ) .
!
4 6

U ( 0 )  = 0 and U ( n )  =  1 5 t h e n  t h e  r . v . ' s
Yk =  ( u < ^ _ i> ~ U<k> * n ^ i = l  Ui ’ k = 1 , . . . , n
a r e  i n d e p e n d e n t  a n d  d i s t r i b u t e d  E X P < 1 > .  < P r o o f  i n  C393 , p .  6 8 > 
S o ,  t h e  a l g o r i t h m  - f or  t h i s  p r o c e d u r e  w i l l  be a s  - f o l l o w s :
A 1 g o r  i thm E - 2
1) G e n e r a t e  2 n - l  u n i f o r m l y  d i s t r i b u t e d  ra n do m
4)  D e l i v e r  , k* 1 ........... ... a s  a r andom s a m p l e  -from
EXP< 1) .
T h e  a d v a n t a g e  o f  a l g o r i t h m  E - 2  i s  t h a t  i t  r e q u i r e s  o n l y  one
v a r i a t e s  s i m u l t a n e o u s l y .  T h e  d i s a d v a n t a g e  i s  t h a t  i t  n e e d s  
2 n - l  u n i f o r m  v a r i a t e s  r a t h e r  t ha n n u n i f o r m  v a r i a t e s  f o r  t h e
v a r i a t e s  g e n e r a t e d .
A l t e r n a t i v e  p r o c e d u r e s  f o r  g e n e r a t i n g  f r o m  E X P < 0 )  w i t h o u t  
t h e  u s e  o f  l o g a r i t h m i c  t r a n s f o r m a t i o n s  can be se e n i n  A h r e n s  
and D i e t e r  [ 2 1 ,  F i s h m a n  0 9 3  and M a r s a g l i a  C 2 9 3 .
2)  A r r a n g e  t h e  v a r i a t e s  Un + j , . t ^ 2 n - i  *n o r ^ e r
i n c r e a s i n g  m a g n i t u d e ,  t h a t  i s ,  d e f i n e  them t o  be t h e
o r d e r  s t a t i s t i c s  U < 1) ----------- * U < n - 1)
U ( k )  > XI n < I l " = 1 U. > , k - 1
c o m p u t a t i o n  o f  l n n ^ _ j L K  f o r  g e n e r a t i n g  n e x p o n e n t i a l
i n v e r s e  t r a n s f o r m  m e t h o d .  A d d i t i o n a l l y ,  t h i s  a l g o r i t h m
r e q u i r e s  t h e  o r d e r  a r r a n g e m e n t  o f  t h e  l a s t  n - 1  u n i f o r m
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2 . 3 . 1 . 2 )  Gamma
A r a n d o m  v a r i a b l e  X h a s  a gamma d i s t r i b u t i o n  i f  
i t s  p . d . f .  i s  d e f i n e d  as
x <at l > X e < - x / * >  . ( e, / l >0
V x>
o t h e r w i  s e
and i s  d e n o t e d  b y  G ( u , f i ) .  N o t e  t h a t  f o r  « = 1 ,  G < l , f f )  i s  
EXP< fi )  .
I I
S i n c e  t he c . d . f .  d o e s  n o t  e x i s t  i n  e x p l i c i t  f o r m  f o r  gamma 
d i s t r i b u t i o n  w i t h  act 1 , t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m  m e t h o d  c a n n o t  
be a p p l i e d .  T h e r e f o r e ,  a l t e r n a t i v e  m e t h o d s  of  g e n e r a t i n g  gamma
■ i
v a r i a t e s  mu st  be  c o n s i d e r e d .
P r o c e d u r e  G - 1
One o f  t h e  m os t  i m p o r t a n t  p r o p e r t i e s  o f  t h e  gamma 
d i s t r i b u t i o n  i s  t h e  r e p r o d u c t i v e  p r o p e r t y ;  l e t  X ^ , 
i - l , . . . , n ,  be a s e q u e n c e  o f  i n d e p e n d e n t  r ando m v a r i a b l e s  
f r o m  G < « j  , B)  , t h e n  X“ E ^ = j X^ i s  f r o m  G( ac, £)  w h e r e  ac“ E™— jOij .
Case oc i n t e g e r
I f  a  i s  an i n t e g e r ,  s a y  o t - m - E o ^ ,  i - l , . . . , n ,  a 
r a n d o m  v a r i a t e  f r o m  t h e  gamma d i s t r i b u t i o n  G < m , £ )  c an  be  
o b t a i n e d  b y  su mmi ng m i n d e p e n d e n t  e x p o n e n t i a l  r a n d o m
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Iv a r i a t e s  EXP<£> , t h a t  i s ,
X =  tfXE™ . t - 1 n < U . ) 1  i = l  1
= - t f X l n < n m . U . > ................... <3 . 4 . 1 0 )1 = 1 1
I • i
I I
I n  t h i s  c a s e  G <m, tf )  i s  c a l l e d  t h e  E r l a n g  d i s t r i b u t i o n
I
and i s  d e n o t e d  b y  E r ( m , t f )  . T h e  - f o l l o w i n g  a l g o r i t h m  d e s c r i b e s  
g e n e r a t i n g  r . v . ' s  - from E r < m , t f )  i 
A1 g o r  i thm G - 1
1) X < -  0
2> G e n e r a t e  V -from EXP< 1>
3 )  X < -  X  + V
4)  I -f m =  1, t h e n  
4 . 1> X  < -  * X X ,
4 . 2 )  d e l i v e r  X
5> m < — m -  1 
4 )  Go t o  s t e p  2
I t  i s  n o t  d i f f i c u l t  t o  s e e  t h a t  t h e  mean c o m p u t a t i o n  < CPU)  
t i m e  f o r  g e n e r a t i o n  f r o m  t h e  E r l a n g  d i s t r i b u t i o n  i s  an 
i n c r e a s i n g  l i n e a r  f u n c t i o n  o f  m.
C a s e qr i s  n o t  an i n t e g e r
F o r  some t i m e  no e x a c t  m e t h o d  w a s  known a n d  
a p p r o x i m a t e  t e c h n i q u e s  w e r e  u s e d .  T h e  m o s t  common m e t h o d  was 
t h e  s o - c a l l e d  p r o b a b i l i t y  s w i t c h  m e t h o d ,  w h i c h  i s  b a s e d  on 
t h e  c o m p o s i t i o n  m e t h o d .
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L e t  m=Cof] be t h e  i n t e g r a l  p a r t  o f  a ,  and
l e t  fi=or—m .  W i t h  p r o b a b i  1 i t y  6 ,  g e n e r a t e  a ra ndo m v a r i a t e
•from G < m + l , t f > .  W i t h  p r o b a b i l i t y  1 -S  , g e n e r a t e  a r andom 
v a r i a t e  -from G < m , t f ) ;
G< of , B) « 8XG<m+l,tf> + <l-«)XG<m,tf> ; at i 1
T h i s  m i x t u r e  o f  gamma v a r i a t e s  w i t h  i n t e g r a l  shape 
p a r a m e t e r s  w i l l  a p p r o x i m a t e  t he  d e s i r e d  gamma d i s t r i b u t i o n .  
T h i s  t e c h n i q u e  y i e l d s  b e t t e r  r e s u l t s  w i t h  h i g h e r  v a l u e s  o f  ct 
< C 351 , p .  8 8 ) .
P r o c e d u r e  G - 2
gamma g e n e r a t i o n  G ( a , l >  f o r  a > 1 w i t h  e x e c u t i o n  t i m e
a s y m p t o t  i  c a l  1 y  i n d e p e n d e n t  o f  tx. T h e  p r o c e d u r e  i s  b a s e d  on 
t h e  a c c e p t a n c e - r e j e c t i o n  m e t h o d .
L e t  t h e  ( d e n s i t y  f u n c t i o n  o f  6 ( v ,  1)
r<«>
be r e p r e s e n t e d  b y  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  f o l l o w i n g  f u n c t i o n s :
|.
T h i s  p r o c e d u r e  i s  due t o  Cheng C 1 2)  and d e s c r i b e s
x
V x> = X > 0
Xux X - l <U * X )* , - 2 x i  09
h < x > -
0 o t h e r w i  se
C  -
r < « > X e “
i I
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i
g (  x>
w h e r e
W =  a X , X =  ( 2 a  -  1 ) X
=  x“  X <u ♦ xX > 2 e“  x / < 4 « “ + X >
C i s  a m o n o t o n  i c a l  1 y  d e c r e a s i n g  - f u n c t i o n  o-f a .  S e l e c t e d  
v a l u e s  o-f C a r e  g i v e n  b e l o w
V i 1 . 5 2 . 5 20
C 1 . 4 7 1 . 3 1 1 . 2 5 1. 17 1 . 14
U s i n g  S t e r l i n g ' s  a p p r o x i m a t i o n  -for r < « >  < C 1 3 ,  p .  2 5 7 }  when a
i s  l a r g e ,  i t  c an  be shown t h a t  C t e n d s  a s y m t o t i c a l 1y  t o  t h e
I-
v a l u e  2 / V n  3 1 . 1 3  a s  or t e n d s  t o  i n - f i n i t y .
T h e  d i s t r i b u t i o n  - f u n c t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  g<x> i s  
x X
<P< x )  * ---------------
< u +x X >
I
T o  g e n e r a t e  X  -from G < o r , l > ,  we s a m p l e  x -from V < x > ,  w h i c h  
me ans s u b s t i t u t e  x -from
x X
<M+xX >
j U j  -from U < 9 , l>
X < 1/X> l n ( ( U , ) / <  1 - U . )  >
x -  « X e  1 1
i
I
5 2
T h e n ,  we c o m p a r e
U 2 $ g<x*> ; U 2 -from U< 0 , 1)
i f  t h e  i n e q u a l i t y  h o l d s ,  a c c e p t  x , o t h e r w i s e  r e p e a t  t h e  
p r o c e s s .  C h e n g  [ 123 r ec ommends t h e  - f o l l o w i n g  a l g o r i t h m  4 o r  
t h i s  p r o c e d u r e s
A l g o r  i thm G - 2
1> S a mp l e  and U 2 f r o m  U < 0 , 1 )
2)  V < -  < l / X ) X l n t U 1/< 1 - U j >  3
3 )  x < -  « e V
4 )  I f  b + dXV -  X * l n < U ^ U 2 > 
d e l i v e r  X
5)  Go t o  s t e p  1
I I <
I
I
w h e r e  b “  os -  l n 4  a n d  d = «  + X .
C he ng [ 1 2 3  s i m p l i f i e s  s t e p  4 f o r  a f a s t e r  p r e t e s t  o f  t h e  
g e n e r a l  a c c e p t a n c e - r e j e c t i o n  m e t h o d  as f o t l o w s i
4 ' >  Set  2 =  U2 j XU2 , Y -  b ♦ dXV -  X.
I f  Y ♦ < <1n 4 . 5 )  + 1> -  4 . 5 X 2  * 0 ,  d e l i v e r  X .  
I f  Y  1 1 n < 2 > ,  d e l i v e r  X .
Cheng made a t i m i n g  c o m p a r i s o n  o f  t h e  b a s i c  m e t h o d  and t h e
a b o v e m o d i f i c a t i o n .  He shows g o o d  r e s u l t s  i n  t e r m s  o f  s p e e d
l 1
f o r  at > 1 . 5 .  F o r  f u r t h e r  e x a m p l e s  t o  g e n e r a t e  a r a n d o m  
v a r i a b l e  f r o m  G < v , £ )  s e e  A h r e n s  t* D i e t e r  [ 5 3 ,  C h e n g  [ 143 , 
F i sh m an  [ 1 9 3  a n d  Ha l  l a c e  [ 4 4 3  .
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2 . 3 . 1 . 3 )  N o r m a  1
A r a n do m  v a r i a b l e  X h a s  a n or ma l  d i s t r i b u t i o n  i f  
t h e  f j . d .  f  . i s
■fx <x> =  C l / ( 2 X n X « r 2 >,fc] X e x p C - < x - u > 2/ <2 ) ( i r2 > ] ; -m <x<m
2 o
a n d  i s  d e n o t e d  b y  N < w ,  a  ) .  H e r e  u i s  t h e  mean and <r t h e  
v a r i a n c e .  S i n c e  X « p  + Z Xtr , w h e r e  2 i s  -from t h e  s t a n d a r d  
n o r m a l  d i s t r i b u t i o n ,  N < 0 , 1 > ,  we c o n s i d e r  o n l y  g e n e r a t i o n  of  
N < 0 , 1 )  . A s  t h e  i n v e r s e  o f  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n ,  F - 1 < x > ,  
d o e s  n o t  h a v e  a c l o s e d - f o r m  e x p r e s s i o n ,  t h e  i n v e r s e  
t r a n s f o r m  m e t h o d  c a n n o t  be a p p l i e d ;  t h e r e f o r e ,  a n o t h e r  
m e t h o d  h a s  t o  be e m p l o y e d .
P r o c e d u r e  N - 1
T h i s  a p p r o a c h  i s  d ue  t o  Box and M u l l e r  C 1 0 3 .
T h e  p r o c e d u r e  i s  b a s e d  on t h e  f o l l o w i n g  s t a t e m e n t :
I f  U j  tc U 2 a r e  i n d e p e n d e n t  r a n d o m  v a r i a t e s  f r o m  U ( 0 , 1 ) ,  t he n 
t h e  v a r i a t e s
b
«  C - 2 X l n ( U j >  J * X c o s < 2 *wXU2>
. . . .  <2. 4>
Z 2 = C - 2 X l n < U j ) l ^ X s i n <2 Xw XU2 > 
a r e  i n d e p e n d e n t  s t a n d a r d  n o r m a l  d e v i a t e s .
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T h e  a l g o r i t h m  - f or  t h i s  p r o c e d u r e  i s  as - f o l l o w s :
A 1 g o r  i thm N - 1
1> G e n e r a t e  two i n d e p e n d e n t  r a n d o m  v a r i a t e s  U k  U 
f r o m  U<0 , 1>
2)  C o m p u t e  Z j  t* 2 2 s i m u l t a n e o u s l y  by  s u b s t i t u t i n g  
U j  tc U 2 i n  t h e  e q u a t i o n s  < 2 . 4 )
M a r s a g l i a  & B r a y  [ 3 2 ]  made an i m p r o v e m e n t  t o  t h e  a bov e 
a l g o r i t h m  b y  e l i m i n a t i n g  t h e  t r i g o n o m e t r i c  c a l c u l a t i o n s .
T h i s  i m p r o v e m e n t ,  known a s  t h e  p o l a r  m e t h o d ,  i s  d e s c r i b e d  i n  
t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m :
1> G e n e r a t e  U j  a nd Ug- f r o m  U ( 0 , 1 )
2)  < -  2 U j  -  1 5 i = 1 , 2
3)  W < -  V 2 j + V 2 2
4> I f  W > 1,  g o t o  s t e p  1
,
5)  Y  < -  C < - 2 1 n < W > ) / W  3*
!
6)  X j  < -  V j X Y  , X 2 < -  V 2 XY
7) D e l i v e r  X j  a n d  X 2
T h e  p r o b a b i 1 i t y  o f  r e j e c t i n g  t h e  p a i r  U j  and U 2 i s  
g i v e n  b y  l - n / 4  a . 2 1 5 .  A t k i n s o n  a n d  P e a r c e  [81 show t h a t  t h e  
p o l a r  m e t h o d  i s  3 0 . TV. f a s t e r  t h a n  t h e  B o x  and M u l l e r  m e t h o d  
i n  a C y b e r  7 3 - 1 4  c o m p u t e r  m a c h i n e  and 8 . ¿ X  f a s t e r  i n  an 
I B M 3 6 0 / 4 5 .  A h r e n s  and D i e t e r  [ 2 ]  e x p e r i e n c e d  a 2 6 .  5X
i I '
r e d u c t i o n  i n  an I B M 3 6 0 / 6 5 .
T h e  d i f f e r e n c e  i n  p e r c e n t a g e s  o n  t h e  I B M ' s  i s  due 
t o t h e  d i f f e r e n t  p s e u d o - r a n d o m  g e n e r a t o r s !  i n  A t k i n s o n  and 
P e a r c e  s i m u l a t i o n  e x p e r i m e n t  t a k e s  on a v e r a g e  2 3 p s e c  t o
• i
55
I
g e n e r a t e  o n e  p s e u d o  random n u m b e r ,  w h i t e  i n  A h r e n s  &< D i e t e r ,  
13us.ec j s o ,  a p p a r e n t l y ,  t h e  d i f f e r e n c e  i n  b o t h  m e t h o d s  
i n c r e a s e s  a c c o r d i n g  t o  t h e  s p e e d  -for g e n e r a t i n g  p s e u d o ­
r a n d o m  n u m b e r s .
P r o c e d u r e  N - 2
T h i s  p r o c e d u r e  i s  b a s e d  on t h e  a c c e p t a n c e -  
r e j e c t i o n  m e t h o d .  L e t  t h e  r v .  X  b e  d i s t r i b u t e d
f v <x> «  2X 1 e x p C - X 2/ 2 >  ; x »  8 
V2it
= V 2/tr e x p C - x 2 / 2 >
i I i
w h i c h  h a s  t h e  shape o f  t h e  r i g h . t  s i d e  o f  t h e  s t a n d a r d  n o r m a l  
d i s t r i b u t i o n .  T h e  f u n c t i o n  i s  m u l t i p l i e d  b y  two t o  s a t i s f y
i
/ 0 f ^ < x > d x = l .  S i n c e  t h e  s t a n d a r d  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  i s  
s y m m e t r i c a l  a b o u t  z e r o ,  we ca n  a s s i g n  a random s i g n  t o  t h e  
r . v .  g e n e r a t e d  f r o m  f ^ C x )  and o b t a i n  a r . v .  f r o m  N ( 8 , l > .
T o  g e n e r a t e  a r a n d o m v a r i a b l e ,  X ,  w i t h  f x < x > ,  we 
a p p l y  t h e  a c c e p t a n c e - r e j e c t i o n  m e t h o d  a s  f o l l o w s :
w h e r e
and
f x <x> -  CXh <x >Xg <x >
h < x> ** e x 
C -  V2X e / n
g< x> -  e x p t - < x - l > 2/ 2 3
5 6
T h e n ,  t h e  a c c e p t a n c e  c o n d i t i o n  CU$g<Y>3 i s  c h e c k e d ,  t h a t  i s i
U $ e x p C - < Y - i >  2/ 2 3  
w h i c h  i s  e q u i v a l e n t  t o
-1  n < U)  i  < Y - l ) 2/ 2  
w h e r e  Y  i s  -from EXP< 1) .
• i
S i n c e  - I n ( U )  i s  a l s o  f r o m  E X P (  D  , t h e  l a s t  i n e q u a l i t y  can be 
w r  i t ten
V 2 * < V j - 1 > 2/ 2
w h e r e  b o t h  V 2= - l n < U >  a nd y ^ Y  a r e  f r o m  EXP< 1) .
T h e  e f f i c i e n c y  o f  t h i s  p r o c e d u r e  i s  e q u a l  t o  l / O V n / 2  e S 0 . 7 6  
T h e  a l g o r i t h m  f o r  t h e  a b o v e  p r o c e d u r e  i s  a s  f o l l o w s !
A 1 g o r  i thm N - 2
1) G e n e r a t e  V j  a n d  y»2 f r o m  EXP< 1>
2)  I f  V 2 * < V j - 1>2 / 2  , g o  t o  s t e p  1 
3> G e n e r a t e  U f r o m  U ( 0 , 1 )
4)  I f  U * 0 . 5 ,  d e l i v e r  Z -  - V j  
5> D e l  i v e r  Z ■  V j
i
F o r  f u r t h e r  p r o c e d u r e s  t o  g e n e r a t e  r ando m v a r i a b l e  f r o m  a 
n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  s e e  A h r e n s  it D i e t e r  1 2 3 ,  K i n d e r m a n  it 
Ra ma ge  C233 and M a r s a g l i a  1 3 1 3 .
I
2 . 3 . 2 )  D i s c r e t e  D i s t r i b u t i o n s
2 . 3 . 2 . 1 )  B i n o m i a l
T h e  p r o b a b i l i t y  mass - f u n c t i o n ,  p . m . f . ,  of  t h e  
b i n o m i a l  d i s t r i b u t i o n  i s
f p < r )  = PrC R=r  3
n !  p r < l - p ) n _ r  
< n - r > ! r !
J r=8,1,.. . ,n 
p > 0
w i t h  E ( R )  =  nXp and V a r ( R )  =  n X p X ( l - p ) .  T h e  b i n o m i a l  
d i s t r i b u t i o n  d e s c r i b e s  t h e  number  o f  s u c c e s s e s  i n  n 
i n d e p e n d e n t  t r i a l s ,  w h e r e  p i s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  s u c c e s s  a t  
a n y  g i v e n  t r i a l .
T o  g e n e r a t e  a ra n do m v a r i a b l e  R,  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m  c an  
be u s e d :
A 1 g o r  i thm B I -  1
1> S e t  R < -  0
2)  Do t h e  f o l l o w i n g  n t i m e s :
2 . 1 )  G e n e r a t e  U u n i f o r m  on U < 0 , 1 )
2 . 2 )  I f  U i  p , R < -  R ♦ 1
3)  D e l i v e r  R
|.
T h i s  a l g o r i t h m  w i l l  d e p e n d  on t h e  v a l u e  a s s i g n e d  t o  n .  F o r  
l a r g e  n ,  t h e  n or ma l  d i s t r i b u t i o n  can b e  c o n s i d e r e d .  A s  n
I
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I
i n c r e a s e s  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f
X -  nXp +*
2----- --------------------------------  --------------------------< 2 . 5 )
[ nXpX < 1 - p ) 3^
a p p r o a c h e s  N < 0 , 1 3 .  <De M o i v r e — L a p l a c e  l i m i t  t h e o r e m ,  C 183,
p .  1 8 6 ) .
T o  o b t a i n  a b i n o m i a l  v a r i a t e  we g e n e r a t e  2 -from 
N ( 0 , 1 > ,  s o l v e  < 2 . 5 3  w i t h  r e s p e c t  t o  X ,  a n d  r o u n d  t o  n o n ­
n e g a t i v e  i n t e g e r ,  t h a t  i s ,
R =  max < 0 ,  C - 0 . 5  ♦ nXp ♦ ZX<nXpX< l - p > > * 3 ) I
w h e r e  t X3 d e n o t e s  t h e  i n t e g e r  p a r t .  I f  n p 3 / 2  > 1 . 0 7 ,  t h e
e r r o r  i n  u s i n g  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  - f u n c t i o n  i n s t e a d  o-f 
t h e  b i n o m i a l  n e v e r  e x c e e d s  0 . 0 5  f o r  a n y  r  < [ 2 2 3 ,  p .  1 3 2 ) .
2 . 3 . 2 . 2 3  P o i s s o n
T h e  p o i s s o n  d i s t r i b u t i o n  has a s i n g l e  p a r a m e t e r  X 
T h e  p . m . -f . i s
f
f v <x3 =  e ^ X x / x !  ; x — 0 , 1 , . . .
A i i i
T h e  mean a n d  t h e  v a r i a n c e  a r e  b o t h  X .  B e c a u s e  X  h a s  an 
i n f i n i t e  r a n g e ,  t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m  m e t h o d  ( s e c t i o n  
2 . 2 . 1 . 2 3  i s  v e r y  s l o w .  An a l t e r n a t i v e  m e t h o d  i s  t o  u s e  t h e  
e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  s i n c e  t h e  p o i s s o n  i s  r e l a t e d  t o  
E X P < 13,  w h e n  t h e  nu mbe r o f  a r r i v a l s  o c c u r r i n g  i n  t h e  
i n t e r v a l  < 0 , X 3  i s  a p o i s s o n  w i t h  p a r a m e t e r  X .
I
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T h e  a b o v e  r e l a t i o n s h i p  i s  u se d  t o  d e r i v e  a
g e n e r a t i n g  p r o c e d u r e .  I f  ( Y ^ )  * s a s e q u e n c e  o f  i n d e p e n d e n t  
e x p o n e n t i a l s ,  e a c h  w i t h  e x p e c t a t i o n  1, t h en  we w i s h  t o  - f i nd 
X s u c h  t h a t  t h e  X t h  a r r i v a l  o c c u r s  b e f o r e  X b u t  t h e  X + l s t  
o c c u r s  a f t e r  X ;  t h a t  i s
< . , Y i < >• < ^
R e c a l l i n g  how we g e n e r a t e  e x p o n e n t i a l s ,  t h a t  i s
- E ^ j I n O J . )  $ X < - E X+ f = j  1 n < I T  >
I i
o r  e q u i v a l e n t l y
?.. *
- X > S+1 f u.1=1 1
T h i s  g i v e s  t h e  - f o l l o w i n g  a l g o r i t h m :
A 1 g o r  i thm P o - 1
1> S e t  X < -  - 1  , m < -  e x p ( X )
2)  R e p e a t  t h e  f o l l o w i n g  u n t i l  m < 1,
2 . 1 )  G e n e r a t e  U u n i f o r m  on U < 8 , 1 )
2 . 2 )  S e t  X < — X ♦ 1, m < -  mXU
3)  D e l i v e r  X
When X i s  l a r g e  t h i s  p r o c e d u r e  i s  s l o w .  I t  i s  r e c o m e n d e d  
t h a t  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  be u s e d  as we d i d  f o r  t h e  
b i n o m i a l  c a s e  < s e e  A h r e n s  and D i e t e r  £ 6 3 ) .  A n o t h e r  m e t h o d  
f o r  g e n e r a t i n g  p o i s s o n  r a n d o m  v a r i a b l e s  ca n  be se e n i n  
A t k i n s o n  £ 7 3 .
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I2 . 3 . 2 . 3 )  G e o m e t r i c
A r a n d o m  v a r i a b l e  h a s  t h e  g e o m e t r i c  d i s t r i b u t i o n  
i f  t h e  p . m . - f .  i s  e q u a l  t o
■fx <x> =  pX< l - p > x ................. < 2 . 6 )
X =  0 , 1 , ............  J 0 < p < 1
w h i c h  i s  d e n o t e d  b y  Ge<p> . T h e  mean and t h e  v a r i a n c e  f o r
2Ge<p> a r e  ( l - p ) / p  a n d  < l - p > / p  , r e s p e c t i v e l y .  T h e  g e o m e t r i c  
d i s t r i b u t i o n  d e s c r i b e s  t h e  n u mb e r  o f  t r i a l s  t o t h e  ' f i r s t  
s u c c e s s  i n  a s e r i e s  o f  B e r n o u l l i  t r i a l s .
T o  g e n e r a t e  a r a n d o m  v a r i a b l e  w i t h  a g e o m e t r i c  
d i s t r i b u t i o n ,  we u s e  t h e  r e l a t i o n s h i p  of  t h i s  d i s t r i b u t i o n  
w i t h  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .  L e t  Y be  f r o m  EXP<£> , 
t h e n
P r t X  < Y  $ X+ 13  =  e “ Y / * d y
• I
-  e - X / *X< l - e _ 1 / *> .............. < 2 . 7>
w h i c h  i s  G e < p ~ l - e _ 1 / *> f o r  X » 0 , l , 2 ............
I '
F o r  B ”  - l / l n < i - p >  < 2 . 7 >  i s  i d e n t i c a l  t o  < 2 . 4 ) .  T h e r e f o r e ,
X = 1 n < U ) / l  n< l - p >  -  -  V / l n < l - p >
w h e r e  V  ** - l n < U >  i s  a s t a n d a r d  e x p o n e n t i a l  v a r i a t e .  H e n c e  t o 
g e n e r a t e  a r a n d o m  v a r i a b l e  f r o m  G e ( p >  we g e n e r a t e  a r a n d o m  
v a r i a b l e ,  s a y  X ,  f r o m  EXP<tf> w i t h  0  =* -  l / l n < l - p > ,  a n d  t h e n
I I
we g e t  t h e  i n t e g e r  p a r t  C X ] . T h i s  p r o c e d u r e  i s  m o r e  
e f f i c i e n t  t h a n  t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m  m et h o d  o n l y  f o r  p  < 0 . 2 5  
< C 3 9 3 , p .  104)  .
■ |
1 |
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2 . 4 )  E m p i r i c a l  D i s t r i b u t i o n
I n  some s i t u a t i o n s ,  r a t h e r  t h a n  - f i t  a t h e o r e t i c a l  
d i s t r i b u t i o n ,  Me m i g h t  w a n t  t o  u s e  o b s e r v e d  d a t a  t o  s p e c i - f y
d i r e c t l y  a d i s t r i b u t i o n ,  ■from w h i c h  s a m p l e s  a r e  dra wn d u r i n g  
s i m u l a t i o n .  I f  t h i s  i s  t h e  c a s e ,  t h e  d i s t r i b u t i o n  i s  c a l l e d  
an e m p i r i c a l  d i s t r i b u t i o n .
F o r  c o n t i n u o u s  ra n do m v a r i a b l e s  t h e  t y p e  o f  
e m p i r i c a l  d i s t r i b u t i o n  t h a t  ca n  b e  d e f i n e d  d e p e n d s  on 
w h e t h e r  we know t h e  a c t u a l  v a l u e s  o f  t h e  i n d i v i d u a l  o r i g i n a l
o b s e r v a t i o n s  X j ,  X ^ ............... . X ^  r a t h e r  t h a n  t h e  f r e q u e n c y  o f
X ^ ' s  w h i c h  f a l l  i n t o  e a c h  o f  s e v e r a l  s p e c i f i e d  i n t e r v a l s .  I f  
t h e  o r i g i n a l  d a t a  i s  a v a i 1a b l e , - w e can d e f i n e  a c o n t i n u o u s ,  
p i e c e w i s e  l i n e a r  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  F b y  f i r s t  s o r t i n g  
t h e  X ^ ' s  i n t o  i n c r e a s i n g  o r d e r .  L e t  d e n o t e  t h e  i t h
s m a l l e s t  o f  t h e  X ^ ' s ,  s o  t h a t
F i g u r e  2 . 2  g i v e s  an i l l u s t r a t i o n  f o r  n ■ 6 .  N o t e  t h a t  F<x> 
r i s e s  most  r a p i d l y  o v e r  t h o s e  r a n g e s  o f  x i n  w h i c h  t h e  
X ( f ^ ' s  a r e  m os t  d e n s e l y  d i s t r i b u t e d ,  as  d e s i r e d .  A l s o ,  f o r  
e a ch  i ,  F < X ( 1 ) ) » < i - l ) A n - l > ,  w h i c h  < f o r  l a r g e  n> i s
X <1> «  X <2>
T h e n  F i s  g i v e n  b y
0 1 i f  x < X ( 1 )
i - 1 x -  X < i>F< x> - j i f  X ( i ) < x < X < i +  1)l< n - 1  > ( n - l ) < X < i ♦ 1) X < i ) >
1 , i f  X <n)  i  x
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a p p r o x i m a t e l y  t h e  p r o p o r t i o n  o f  t h e  X ^ ' s  t h a t  a r e  l e s s  than
t h e  H o w e v e r ,  one c l e a r  d i s a d v a n t a g e  o-f s p e c i f y i n g  t h i s
p a r t i c u l a r  e m p i r i c a l  d i s t r i b u t i o n  i s  t h a t  r a n d o m  v a r i a b l e s
g e n e r a t e d  f r o m  i t  d u r i n g  a s i m u l a t i o n  r u n  ca n  n e v e r  be  l e s s
t h a n  X .  . .  o r  m o r e t ha n X .  . .(  1> < n>
F< x>
X  y  y  y  y  y
<1> <2> 3 )  <4> A < 5)  A <6>
F i g u r e  2 . 2  C o n t i n u o u s  p i e c e w i s e  l i n e a r  e m p i r i c a l  
d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n
>
I f ,  on t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  d a t a  a r e  g r o u p e d ,  a
d i f f e r e n t  a p p r o a c h  mu st  b e  t a k e n .  S u p p o s e  t h a t  t h e  n X ^ i ' s '
a r e  g r o u p e d  i n t o  a d j a c e n t  i n t e r v a l s  C a ^ . a ^ ,  [ a . , a 2 > , . . , ,
t a k _ j , a k > s o  t h a t  j t h  i n t e r v a l s  c o n t a i n s  n^ o b s e r v a t i o n s ,
w h e r e  n j + n 2 + . . . * n k =* n . A r e a s o n a b l e  p i e c e w i s e  l i n e a r
e m p i r i c a l  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  6 c o u l d  be s p e c i f i e d  b y
f i r s t  l e t t i n g  G < ao >=0 and G < a .>“ <n , + n _ ♦ . . . . + n . ) / n  f o r  o j  1 z  j
I
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j = 1 , 2 , .  . , k . T h e n ,  i n t e r p o l a t i n g  l i n e a r l y  b e t w e e n  t h e  a ^ ' s ,  
d e f  i ne
• 0 S i *  x < a 0
G<x> = < G < a J _ 1> + x - a J _ 1X C G < a J > - G < a J _ 1> J , i-f a J _ Ji x < a J
a . - a  . ,
J J - 1
5 i f  a k i  x
S i m i l a r  p r o c e d u r e s  ca n  b e  a p p l i e d  - for d i s c r e t e  d a t a .
F o r  e x a m p l e ,  t o  g e n e r a t e  a r a n do m  v a r i a b l e  ■from t h e  
e m p i r i c a l  c o n t i n u o u s  d i s t r i b u t i o n  F<x> we h a v e  t o  - f i n d  X 
•from
• i
F< x> =  U | U -from U<0 , 1)
w h e r e
a nd
X = X<1 )  ♦ < P - f i > * < x < I + 1 ) - x ( I ) >
P = < n - l > X U
CPI  ♦ 1
F o r  ■ f u r t h e r  i n - f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  g e n e r a t i o n  o-f r a n d o m 
v a r i a b l e s  ■from an e m p i r i c a l  d i s t r i b u t i o n  s e e  B r a t l e y ,  e t  al 
< C 1 13 ,  p p .  1 3 7 - 139> a n d  L a w  a nd  K e l t o n  < 1 2 4 1 ,  p p . 1 7 4 - 1 7 7 ) .
4 4
we
I
2 . 5 )  C o n c l u s i o n s
■ i
Me h a v e  seen t h a t  t h e r e  i s  no u n i q u e  May t o  
g e n e r a t e  r a n d o m  v a r i a b l e s .  T h e r e  a r e  s e v e r a l  q u e s t i o n s  t f iat  
h a v e  t o  be a n s w e r e d  b e f o r e  s t a r t i n g  t o  g e n e r a t e  s a m p l e s  w i t h  
s p e c i f i c  r a n d o m  c h a r a c t e r i s t i c s ,  such a s t
-  W h a t  s o r t  o f  i n f o r m a t i o n  i s  a v a i l a b l e  t o  d e f i n e  
t h e  r a n d o m  b e h a v i o u r  o f  t h e  m o d e l ?
-  I s  t h e  t h e o r e t i c a l  d i s t r i b u t i o n  k now n?  D oe s t h e  
c . d . f .  h a v e  a c l o s e - f o r m  e x p r e s s i o n ?
-  I s  t h e r e  a l r e a d y  a p r o c e d u r e  t h a t  g e n e r a t e  t h e  
d e s i r e d  r a n d o m  v a r i a b l e ?
-  W h at  i s  t h e  a v e r a g e ,  number  o f  u n i f o r m  r a n d o m 
n u m b e r s  r e q u i r e d  p e r  s a m p l e ?
-  W h at  i s  t h e  c o m p u t e r  s pe e d t o  g e n e r a t e  a s i n g l e  
s a m p l e  f r o m  a u n i f o r m  r ando m v a r i a b l e ?
-  Wh at  a r e  t h e  m a r g i n a l  e x e c u t i o n  and s e t - u p  t i m e s ?
-  A r e  t h e r e  b e t t e r  p r o c e d u r e s  t o  g e n e r a t e  t h e  
d e s i r e d  r a n d o m  v a r i a b l e ?
-  What  c o m p u t e r  l a n g u a g e s  a r e  a v a i l a b l e  w h i c h  can
......... i
g e n e r a t e  t h e  d e s i r e d  r ando m v a r i a b l e ?  W h i c h  i s  
t h e  f a s t e s t ?
A l t h o u g h  t h e  a b o v e  q u e s t i o n s  h a v e  t o  be c o n s i d e r e d ,  i t  i s  
i m p o r t a n t  t o  s a y  t h a t  t h e i r  a n s w e r s  w i l l  d e pe n d v e r y  much on 
t he  c o n d i t i o n s  a n d  c o m p l e x i t i e s  o f  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l ;  we 
m i g h t  a l l o w  o u r s e l v e s  t o  s l o w  t h e  s pe e d t o  g e n e r a t e  a r ando m 
s am p l e  i n  o r d e r  t o  c o n c e n t r a t e  o u r  e f f o r s  on t h e  v a l i d a t i o n  
of  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l .
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I I I > P s e u d o - R a n d o m  N u m b e r s  G e n e r a t o r
3 . 1 )  I n t r o d u c t i o n
G e n e r a t i n g  r a n d o m  n u m b e r s  u n i f o r m l y  d i s t r i b u t e d  i n 
a s p e c i f i e d  i n t e r v a l  i s  - fu n d a m e n t a l  to s i m u l a t i o n ;  e v e r y  
p r o c e d u r e  d i s c u s s e d  i n  c h a p t e r  I I  -for g e n e r a t i n g  r andom 
v a r i a t e s  t r a n s f o r m s  o n e  o r  mor e u n i f o r m  r a n d o m  n u m b e r s .  Many 
t e c h n i q u e s  f o r  g e n e r a t i n g  ra n do m number s h a v e  been 
s u g g e s t e d ,  t e s t e d  and u s e d  i n  r e c e n t  y e a r s  [ 2 0 1 .  Some o f  
t h e s e  a r e  b a s e d  on r a n d o m  p h e n o m e n a ,  o t h e r s  on d e t e r m i n i s t i c  
r e c u r r e n c e  p r o c e d u r e s .
I n i t i a l l y ,  m a n u a l  m e t h o d s  w e r e  u s e d ,  i n c l u d i n g  
s u c h  t e c h n i q u e s  a s  c o i n  f l i p p i n g ,  d i c e  r o l l i n g ,  and r o u l e t t e  
w h e e l s .  T h e s e  m e t h o d s  w e r e  t o o  s l o w  f o r  g e n e r a l  u s e ,  and 
m o r e o v e r ,  s e q u e n c e s  g e n e r a t e d  b y  them c o u l d  n o t  be 
r e p r o d u c e d .  S h o r t l y ,  f o l l o w i n g  t h e  a d v e n t  o f  t h e  c o m p u t e r ,
I I
i t  b e c a m e  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  some s o r t  o f  r a n do m  n u m b e r s .  I n  
19 55  t h e  RAND C o r p o r a t i o n  [ 381 p u b l i s h e d  a t a b l e  o f  a 
m i l l i o n  r a n d o m  d i g i t s  t h a t  may be  s t o r e d  i n  t h e  memory o f  a
| I
c o m p u t e r .  T h e  a d v a n t a g e  o f  t h i s  m e t h o d  i s  t h a t  t h e  s e q u e n c e  
of  r a n d o m  n u m b e r s  w i l l  be  r e p r o d u c i b l e ;  i t s  m a i n  
d i s a d v a n t a g e  i s  t h e  p r o b l e m  o f  s p a c e  i n t h e  c o m p u t e r  merhory.
I n  v i e w  o f  t h e s e  d i f f i c u l t i e s ,  J o h n  v o n  Neumann 
C463 s u g g e s t e d  t h e  m i d - s q u a r e  m e t h o d .  T h i s  m e t h o d  t a k e s  t h e  
s q u a r e  o f  t h e  p r e c e d i n g  r a n d o m  n u m b e r  and e x t r a c t s  t h e  
m i d d l e  d i g i t s .  S u p p o s e  we w i s h  t o  g e n e r a t e  f o u r  d i g i t  
i n t e g e r s  and t h e  l a s t  n u m b e r  g e n e r a t e d  wa s 8 2 3 4 .  T o  o b t a i n  
t he  n e x t  n u mb e r  i n  t h e  s e q u e n c e  we s q u a r e  t h e  l a s t  one  and
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u s e  t h e  m i d d l e  -four d i g i t s  o f  t h e  p r o d u c t .  I n  t h i s  c a s e  t he  
p r o d u c t  i s  6 7 7 9 8 7 5 4 ,  so t h e  n e x t  n u mb e r  i s  7 9 8 7 .  T h e  n e x t  
•few n u mb e rs  o-f t h e  s e q u e n c e  a r e  7 9 2 1 ,  7 4 2 2 ,  0 8 6 0 .  One o-f t he  
m a i n  d r a w b a c k s  of  t h i s  m e t h o d  i s  t h a t  o nc e a z e r o  i s
i l <
e n c o u n t e r e d  t h e  s e q u e n c e  t e r m i n a t e s ,  a nd t h a t  n o t  a l l  
n u m b e r s  a r e  l i k e l y  t o  o c c u r  ( s e e  T o c h e r  C 43 3,  p .  7 4 ) .
A n o t h e r  g e n e r a t o r  o f  r a n d o m  n u m b e r s  i s  t h e  
F i b o n a c c i  m e t h o d .  T h i s  m e t h o d  a d d s  t w o  o r  m o r e  p r e v i o u s  
n u m b e r s  t o g e t h e r  and t h e n  t a k e s  t h e  r e m a i n d e r  when t h i s  sum
i s  d i v i d e d  b y  a number  c a l l e d  t h e  m o d u l u s ;  t h i s  p r o c e d u r e  i s
I
c a l l e d  ' A d d i t i v e  C o n g r u e n t i a l ' .  I f  X^ i s  t h e  i - t h  number  
g e n e r a t e d  a n d  ' m '  i s  t h e  m o d u l u s ,  t h e n  t h e  F i b o n a c c i  me t h o d  
i s  r e p r e s e n t e o  by
X i = < X i - l  + X i - 2 J mod m ............( 3 . 1 )
One o f  t h e  w e a k n e s s e s  o f  t h i s  m e t h o d  i s  c o n s p i c u o u s  s e r i a l  
c o r r e l a t i o n .  F o r  e x a m p l e ,  s u p p o s e  t h a t  m =1 0 00 ,  X =1 
and X  1; t h e n  t h e  n e x t  s e q u e n c e  o f  n u m b e r s  i s  2 ,  3 ,  5 ,  8 ,  
13,  2 1 ,  3 4 ,  5 5 ,  8 9 ,  1 4 4 ,  2 3 3 ,  3 7 7 ,  6 1 0 ,  9 8 7 ,  5 9 7 ,  5 8 4 ,  181,  
e t c  .
T h i s  s e c t i o n  c o n s i d e r s  m e t h o d s  f o r  g e n e r a t i n g  a
s e q u e n c e  o f  r a n do m  f r a c t i o n s ,  i . e . , r e a l  n u m b e r s  ,
u n i f o r m i t y  d i s t r i b u t e d  b e t w e e n  z e r o  a n d  o n e .  S i n c e  a
c o m p u t e r  c a n  r e p r e s e n t  a r e a l  numbe r w i t h  o n l y  f i n i t e
a c c u r a c y ,  we s h a l l  p r e s e n t  p r o c e d u r e s  t o  g e n e r a t e  i n t e g e r  X^
b e t w e e n  z e r o  a nd some number  m,  a nd t h e n  t h e  f r a c t i o n
U 3  X /m w h i c h  l i e s  b e t w e e n  z e r o  a n d  o n e .  n n
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When a s e q u e n c e  o f  n u m b e r s  t h a t  shows s i m i l a r  
c h a r a c t e r i s t i c s  o-f a u n i f o r m  v a r i a b l e  i s  g e n e r a t e d  i n  a 
c o m p l e t e l y  d e t e r m i n i s t i c  w a y ,  t h e n  t h e  s e q u e n c e  i s  c a l l e d  a 
s e q u e n c e  o f  ' p s e u d o - r a n d o m "  n u m b e r s .
T h e r e  a r e  t h r e e  m a i n  c o n s i d e r a t i o n s  t h a t  p l a y  
i n f l u e n t i a l  r o l e s  i n  d e t e r m i n i n g  w h e t h e r  o r  n o t  a p a r t i c u l a r  
s o u r c e  o f  n u m b e r s  p r o v i d e s  a s e q u e n c e  o f  p s e u d o - r a n d o m  
n u m b e r s  t h a t  a r e  a d e q u a t e  f o r  s i m u l a t i o n .  T h e s e  n u m b e r s  m u s t  
p a s s  a b a t t e r y  o f  s t a t i s t i c a l  t e s t s  d e s i g n e d  t o  r e v e a l  
d e p a r t u r e s  f r o m  i n d e p e n d e n c e  a n d  u n i f o r m i t y .  F o r  a t r u l y  
r a n d o m  s e q u e n c e  X Jt  X 2 , . . . <0 < X .  $ m > , t h e  e l e m e n t s  o f  a n y  
s u b s e q u e n c e  o f  t h e s e  n u mb e rs  a r e  J o i n t l y  i n d e p e n d e n t  and 
e a c h  h a s  a u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n  o v e r  ( 8 , m > ;  f a i l u r e  t o  h a v e  
t h i s  p r o p e r t y  can l e a d  t o  s e v e r e l y  m i s l e a d i n g  r e s u l t s  i n  
s i m u I a t  i o n .
T h e  s e c o n d  s i g n i f i c a n t  p r o p e r t y  r e q u i r e s  t h a t  t h e  
p s e u d o - r a n d o m  n u m b e r s  c o n t a i n  e n o u g h  d i g i t s  t o  e n s u r e  t h a t  
t h e  g e n e r a t i o n  o f  n u m b e r s  on t h e  i n t e r v a l  < 0 , 1 )  i s  
s u f f i c i e n t l y  d e n s e .  T h i s  p r o p e r t y  u s u a l l y  d e p e n d s  on t h e  
l e n g t h  o f  w o r d s  i n  t h e  c o m p u t e r  m em o ry .  S i n c e  m o s t  m e d i u m -  
s i z e  t o  l a r g e  c o m p u t e r s  can s t o r e  a t  l e a s t  31 b i n a r y  d i g i t s ,  
i t  i s  p o s s i b l e ,  a t  l e a s t  i n  t h e o r y ,  t o  p r o d u c e  a f a i r l y  
d e n s e  s a m p l i n g  on < 0 , 1 )  o f  t h e  2 3 1 *“ 2 ,  1 4 7 , 4 8 3 , 6 4 8  a v a i l a b l e  
n u m b e r s .
3 . 2> C o n s i d e r a t i o n s  i n  P s e u d o - R a n d o m  Nu mbe r  G e n e r a t o r s
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T h e  t h i r d  s i g n i f i c a n t  p r o p e r t y  c o n c e r n s  t h e  
e f f i c i e n c y  w i t h  w h i c h  a p a r t i c u l a r  s o u r c e  p r o d u c e s  p s e u d o ­
random n u m b e r s .  T h e  f a s t e r  an a l g o r i t h m  p r o d u c e s  a n u m b e r ,  
t h e  mor e  d e s i r a b l e  t h a t  a l g o r i t h m  i s .  A m i n i m a l  u t i l i z a t i o n  
o f  s t o r a g e  i s  a l s o  a t t r a c t i v e ,  s p e c i a l l y  w i t h  t h e  new 
g e n e r a t i o n  o f  c o m p u t e r s  wh o se  u s e r  c h a r g e s  o f t e n  d e p e n d  on
I
s p a c e  u t i l i z a t i o n  as  w e l l  as c o m p u t i n g  t i m e .
I
S i n c e  t h e s e  p r o p e r t i e s  s e l d o m ,  i f  e v e r ,  
c h a r a c t e r i z e  a n y  one  m e t h o d  o f  p r o d u c i n g  p s e u d o - r a n d o m  
n u m b e r s ,  some c o m p r o m i s e  mu st  be  m a d e .  I t  i s  g e n e r a l l y  
a g r e e d  t h a t  t h e  p r e s e n c e  of  s u f f i c i e n t  i n d e p e n d e n c e  a n d  
u n i f o r m i t y  t o  p r e s e r v e  t h e  i n t e g r i t y  o f  t h e  p a r t i c u l a r  
e x p e r i m e n t  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  s h o u l d  be t h e  p r e v a i l i n g  
c r i t e r i o n  i n  d e t e r m i n i n g  a d e q u a c y  t i l l .
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3 . 3 >  L i n e a r  C o n g r u e n t i a l  G e n e r a t o r s  ( L C G )
T h e  m o s t  c o mm on l y  u s e d  m e t h o d  -for g e n e r a t i n g
| I
p s e u d o - r a n d o m  n u m b e r s  i s  t h e  L i n e a r  C o n g r u e n t i a l  G e n e r a t q r  
< LCG)  . T h i s  g e n e r a t o r  p r o d u c e s  a s e q u e n c e  o-f n u m b e r s  
a c c o r d i n g  t o  some r e c u r s i v e  - f o r m u l a ;  a new n u mb e r  i s  
g e n e r a t e d  by  t h e  p r e v i o u s  o n e .  A l t h o u g h  t h e s e  p r o c e s s e s  a r e  
c o m p l e t e l y  d e t e r m i n i s t i c ,  i t  c a n  be  shown t h a t  t h e  n u mb e rs  
g e n e r a t e d  by  c e r t a i n  L C G ' s  a p p e a r  t o  be u n i - f o r m i l y  
d i s t r i b u t e d  a nd s t a t i s t i c a l l y  i n d e p e n d e n t .
T h e  common r e p r e s e n t a t i o n  o-f t h e  L C G  i s  a 
c o n g r u e n c e  r e l a t i o n s h i p ,  e x p r e s s e d  a s :
X .  + 1 =  ( a X X .  + c> ( mod m) ....................( 3 . 2 )
i '
i =  ............|h
w h e r e  t h e  m u l t i p l i e r  a ,  t h e  i n c r e m e n t  c ,  and t h e  m o d u l u s  m 
a r e  n o n - n e g a t i v e  i n t e g e r s .  T h e  m o d u l o  n o t a t i o n  means t h a t
i +  1 a XX .  ♦ c -  mXk.
w h e r e  K  ^ [ < a X X i ' fc>/ml  d e n o t e s  t h e  i n t e g e r  p a r t  i i
n. F o r e x a m p 1e , l e t  a - c - X 0« 7 and m* 18 ; t h e n  ,
i X i X i + 1 - < 7 X X i * 7 > — C < 7 X X . + 7 > / 1 0 ] X  18
1 7 6
2 6 9
3 9 8
4 8 7 < - ■from h e r e t h e  s e q u e n c e
: 1 : s t a r t s  t o
1
be r e p e a t e d
i 1 l 1
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)LCG can a l s o  be p r e s e n t e d  as t he  - f o l l o w i n g  
s e q u e n c e  { s e e  r e f .  [ 3 5 ] ) ,  p .  4 8 ) :
X j  a aXXg + c <mod m)
X 2
( a -  1)
X .  s a1*X{0 + c l K a 1- ! )  ( m o d  m>
< a -  1)
B e c a u s e  of  t h e  d e t e r m i n i s t i c  c h a r a c t e r  o f  t h e  s e q u e n c e ,  t he  
e n t i r e  s e q u e n c e  r e c u r s  as s o o n  as any  number  i s  r e p e a t e d .  I t  
i s  s a i d  t h a t  t h e  s e q u e n c e  " g o t  i n t o  a l o o p ” ; t h a t  i s ,  t h e r e  
i s  a c y c l e  o f  n umbe rs  t h a t  i s  r e p e a t e d  e n d l e s s l y .  T h i s  
p r o p e r t y  i s  common t o  a l l  s e q u e n c e s  h a v i n g  t h e  g e n e r a l  f o r m  
Xi*l =  f < X j > . ( S e e  K n u t h  [ 2 4 ] ,  p .  9>
T h e  r e p e a t i n g  c y c l e  i s  c a l l e d  t h e  ' p e r i o d ' ;  i n  t he 
l a s t  e x a m p l e  t h e  p e r i o d  l e n g t h  was 4 .  When t h e  l e n g t h  o f  t he 
p e r i o d  i s  e q u a l  t o  m,  i t  i s  s a y  t h a t  t h e  p s e u d o - r a n d o m  
n umbe r  g e n e r a t o r  has ' f u l l  p e r i o d ' .
number  o f  n u m e r a l s  i n  t h e  n u m b e r  s ys t e m  u t i l i z e d  by  t h e  
c o m p u t e r  and B d e n o t e s  t h e  n u m b e r  of  d i g i t s  i n  a w o r d ;  f o r  
b i n a r y  c o m p u t e r s  p = 2 .
Mos t  c o m p u t e r i z e d  v e r s i o n s  o f  t he  c o n g r u e n t i a l  
g e n e r a t o r s  e m p l o y  a m o d u l u s  m =» p ^ , w h e r e  p d e n o t e s  t h e
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T h e r e  a r e  two r e a s o n s  -for c h o o s i n g  m =  . F i r s t ,
r e d u c t i o n  m o d u l o  m i s  a c c o m p l i s h e d  b y  t r u n c a t i n g  and 
r e t a i n i n g  o n l y  t h e  low o r d e r  $ d i g i t s  a nd s e c o n d ,  
c o n v e r s i o n  t o  t h e  u n i t  i n t e r v a l  < t o  o b t a i n  u n i f o r m a l l y
I
d i s t r i b u t e d  v a r i a t e s )  o n l y  i n v o l v e s  m o v i n g  t h e  p o i n t  t o  t h e  
l e f t  o f  t h e  n u m b e r ,  as w e  w i l l  s e e  i n  s e c t i o n  3 . 3 . 4 ) .
When c = 0 , t h e  g e n e r a t i o n  o f  r a n d o m n u m b e r s  i s  
l i t t l e  f a s t e r  t h a n  i t  i s  when c ♦ 0 ;  t h e  d i s a d v a n t a g e  when 
c =  0 i s  t h a t  t h e  l e n g t h  o f  t h e  p e r i o d  o f  t h e  s e q u e n c e  i s  c u t  
d o w n ,  as we w i l l  s e e  i n  s e c t i o n  3 . 3 . 2 .  T h e  t e r m  
' M u l t i p l i c a t i v e  C o n g r u e n t i a l  G e n e r a t o r '  i s  u s e d  t o  d e n o t e  
LCG w i t h  c “ 0 , a n d  ' M i x e d  C o n g r u e n t i a l  G e n e r a t o r '  when c * 0 .
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3 . 3 . 1 >  M i x e d  C o n g r u e n t i a l  G e n e r a t o r  <c ♦ 0)
I t  can be  shown t h a t  t h e  g e n e r a t o r  d e f i n e d  i n  eq.  
( 3 . 2 ) '  h a s  a f u l l  p e r i o d  p r o v i d e d  t h a t  t h e  f o l  l o w i n g  
c o n d i t i o n s  h o l d :  ( C 2 4 I ,  p .  16)
i )  c i s  r e l a t i v e l y  p r i m e  t o  m, t h a t  i s ,  c and m h a v e  no 
common d i v i s o r
i i >  b =  a -  1 i s  a m u l t i p l e  of  p ,  f o r  e v e r y  p d i v i d i n g  m 
i i i )  b i s  a m u l t i p l e  o f  4 ,  i f  m i s  a m u l t i p l e  of  4
a
F o r  a b i n a r y  c o m p u t e r ,  w h e r e  m = 2 , i t  i s  s hown
r  _t h a t  a f u l 1 p e r i o d  i s  g u a r a n t e e d  when a = 2 + l , r £ 2  and
c i s  an o d d n u m b e r .  H u l l  and D o b e l l  C 191 u s i n g  a c o m p u t e r
IBM 7090 show t h a t  go o d s t a t i s t i c a l  r e s u l t s  can be a c h i e v e d  
35  7when m = 2 , a = 2 + 1 ,  and c =  1.
a
When m = 10 , i n  o r d e r  t o  g e n e r a t e  a s e q u e n c e  w i t h  
a f u l l  p e r i o d ,  ' c '  m u s t  be  a p o s i t i v e  number n o t  d i v i s i b l e  
b y  2 o r  5 ,  and t h e  m u l t i p l i e r  '  must  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  
a s l ( m o d  2 0 ) ,  o r  a l t e r n a t i v e l y  a =  10r ♦ 1, r  > 1. 
S a t i s f a c t o r y  s t a t i s t i c a l  r e s u l t s  h av e been a c h i e v e d  b y  
c h o o s i n g  a =  101,  c ”  1 and r  J  4 .  ( s e e  r e f .  ( 1 3 >
i I 1
i iI i
I
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T h e  m u l t i p l i c a t i v e  c o n g r u e n t i a l  g e n e r a t o r  i s  
r e p r e s e n t e d  by  t h e  l o l l  o w i n g  e x p r e s s i o n :
X .  + 1 = aXX.  ( m o d  m > .................... ( 3 . 3 )
T h i s  g e n e r a t o r  can n o t  a c h i e v e  a l u l l  p e r i o d ,  
b e c a u s e  ' c '  does n o t  s a t i s l y  t h e  c o n d i t i o n  d e s c r i b e d  i n  t h e  
p r e v i o u s  s e c t i o n .  H o w e v e r ,  i t  ma y be p o s s i b l e  t o  a c h i e v e  an 
a c c e p t a b l y  l o n g  p e r i o d ,  p r o v i d e d  t h a t  X Q i s  r e l a t i v e l y  p r i m e
t o  t h e  m o d u l u s  ' m '  and t h a t  t h e  m u l t i p l i e r  ' a '  m e e t s  c e r t a i n
h
c o n g r u e n c e  c o n d i t i o n s .  F o r  e x a m p l e ,
6 6 —2-  i t  m *= 2 , a p e r i o d  h *  2 i s  g e n e r a t e d
p r o v i d e d  t h a t  X 0 i s  o d d  and a » 3  mod 8 o r  5 mod 8
( C 3 9 1 ,  p . 3 0 3 > .  F o r  i n s t a n c e ,  w i t h  X i + j * 1 1X^mod24
4 - 2we g e n e r a t e  a  p e r i o d  2  » 4 ,  b e c a u s e  l l * 3 m o d 8
< 3 = 1 1 - C 1 1 / 8 3 X 8 )  . An e x a m p l e  o t  p o s s i b l e  s e q u e n c e  
w i t h  two s t a r t i n g  p o i n t s  i s  as t o l l o w s i
3 . 3 . 2 )  Mu 1 t i pi  i c a t  iv/e C o n g r u e n t i a l  G e n e r a t o r  <c = 0)
x 0 S e q u e n c e
3 1 « 1 1 | 9 , 3 , 1 , 1 1 | 9 , 3 ..............
5
1
7 , 1 3 , 1 5 , 5 , 7 , 1 3 , 1 5 , 5 , . . .
i t  m = 10*, S i  5 ,  and X 0 i s  n o t  a m u l t i p l e  o t  2
4 —2o r  5 ,  t h e  p e r i o d  h“ 5X 10 i s  a c h i e v e d  when a  = 
2 0 0 r  i  s ,  w h e r e  ' r '  i s  any  p o s i t i v e  i n t e g e r  a n d  
' s '  i s  a n y  o-f t h e  t o l l  o w i n g  32 n u m b e r s :  3 ,  1 1 ,
19, 2 1 ,  2 7 ,  2 9 ,  3 7 ,  5 3 , 5 9 ,  <61, 67 , <69, 7 7 , 8 3 ,
9 1 , 109,  1 1 7 ,  123,  1 3 1 , 133, 1 39, 1 4 1 , 147, 143
171 , 1 73,  1 7 9 ,  181,  1 87 , . 189, 197. ( s e e r e t ,
C2 4 ] ,  p .  2 0 )
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I t  i s  p o s s i b l e  t o i n c r e a s e  t h e  l e n g t h  o f  t he  
p e r i o d  t o  m - 2  p r o v i d e d  t h a t  t h e  m o d u l u s  i s  o-f t h e  -form m=2^
1 and i s  a p r i m e  n u m b e r .  T h e  c o n d i t i o n  - for  t he  m u l t i p l i e r  ' a
d i v i s o r  o-f " a "  a n d m - 1  i s  u n i t y ) .  I n  t h i s  c as e  " a '  i s  c a l l e d  
a p r i m i t i v e  r o o t  ( s e e  T o c h e r  [ 4 3 3 ,  p .  7 8 ) .  In  W e s t e r n  and 
M i l l e r  [ 4 7 3  a l i s t  o-f p r i m i t i v e  r o o t s  ca n  be f o u n d  f o r  p r i m e
i n  t h e  A P L  s y s t e m  f r o m  I B M ,  t h e  s c i e n t i f i c  l i b r a r y  f r o m  
I M S L ,  a n d  i n  t h e  S I M P L / I  s y s t e m  < [ 4 3 ,  p .  1 8 4 ) .
3 . 3 . 2 . 1 )  R e v e r s e  S e q u e n c e
r a n do m  n u m b e r s  i n  r e v e r s e  o r d e r  p r o v i d e d  t h a t  t h e  new 
mu 1 t i p i i  e r  i s
w h e r e  L i s  t h e  c y c l e  l e n g t h .  F o r  e x a m p l e ,  c o n s i d e r  t h e  
g e n e r a t o r  ”  3 X j  ( m o d  7 ) .  I t  g e n e r a t e s  t h e  s e q u e n c e  1,
3 ,  2 ,  6 ,  4 ,  5 ,  1;  s o ,  L “ 6 . U s i n g  t h i s  i n f o r m a t i o n  we 
c a l c u l a t e  a ' ,
a '  -  3 6 - 1  ( mod 7 )
i s  t h a t  i t  h as  t o  be p r i m e  t o  m - l = 2 ^ - 2  ( t h e  l a r g e s t  common
n u m b e r s  m $ 9 9 9 , 9 6 1 . i |
3 1F u l l e r  [ 1 23  p r o v e s  t h a t  w i t h  m=2 - 1  t h e
m u l t i p l i e r  a = 7 n <n i s  a n y  i n t e g e r  g r e a t e r  t ha n z e r o )  i s  a
3 1p r i m i t i v e  r o o t .  One common c o m b i n a t i o n  i s  m=2 - 1  ”
2 1 4 7 4 8 3 6 4 7  and a=7® = 1 6 8 0 7 .  T h i s  c o m b i n a t i o n  c a n  be f o u n d
I t  i s  p o s s i b l e  t o  g e n e r a t e  a s e q u e n c e  o f  p s e u d o -
< mod m)
= 2 4 3 [ 2 4 3 / 7 3 X 7
-  3
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I
T h e n ,  t o  g e n e r a t e  t h e  r e v e r s e  s e q u e n c e  < 1 , 5 , 4  , < 6 , 2 , 3  , 1) we
✓ /
u s e  t h e  g e n e r a t o r  X j +1= 5 X X  . (mod 7 ) .
, I
3 . 3 . 3 )  S e r i a l  C o r r e l a t i o n  o f  LCG
G r e e n b e r g e r  C 153 h as shown t h a t  an a p p r o x i m a t i o n  
t o  t h e  f i r s t  s t e p  s e r i a l  c o r r e l a t i o n ,  C o r r ( X . + 1 , X ^ ,  i n  LCG 
i s  g i v e n  b y
1 6c a
-  -  —x< 1 -  c/m ) ± -
a am m
T h e  a b o v e  f o r m u l a  i s  s o m e t i m e s  u s e d  t o  d e c i d e  t h e  
v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  i n  LCG w h i c h  m i n i m i z e  p .  + . ( C 1 1 3 ,  
p .  1 7 5 ) .  F o r  e x a m p l e ,  s e e  t h e  f o l l o w i n g  c o m b i n a t i o n  of  t h e  
c o n s t a n t s  a ,  c a nd m w h i c h  p r o d u c e  a f u l l  p e r i o d ,  b u t  
d i f f e r e n t  c o r r e l a t i o n s  ( C 3 4 3 ,  p .  ¿ 0 )  :
a c m P
i 2 3 4 + l 1 2 35 0 . 2 5
i i 2 18+ 1 1 2 35 << 2
S o ,  i n  t h i s  e x a m p l e ,  we w o u l d  s a y  t h a t  t h e  s e c o n d  
18c o m b i n a t i o n  <a“ 2 + 1 ,  c » l >  i s  b e t t e r  than t h e  f i r s t  o n e ,
35when m— 2 . H o w e v e r ,  a s we w i l l  se e  i n  t h e  s e c t i o n  3 . 4 . 2 ,
t h i s  c o m p a r i s o n  o f  f i r s t  s t e p  s e r i a l  c o r r e l a t i o n  w i l l  n o t  
be e n ou gh  t o  g u a r a n t e e  a ' g o o d '  g e n e r a t o r .
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i
3 . 3 . 4 )  D e f e c t  of  LCG
O ne o f  t he d e f e c t  o f  t h e  m u l t i p l i c a t i v e  
c o n g r u e n t i a l  g e n e r a t o r  i s  t h a t  i f  n - t u p l e s  n . = ( u . , . . , u  > ,
n 2= < u 2 , - , , ' u n + l > ’ n 3= < u 3 , * ‘ * , u n + 2) , ‘ ‘ * 0-f un * 'i o r m  v * r  i * t e s  
< u . = X . / m >  p r o d u c e d  b y  t h i s  g e n e r a t o r  a r e  v i e w e d  as p o i n t s  i n  
t h e  u n i t  c u b e  o f  n - d i m e n s i o n s , t he n a l l  t h e  p o i n t s  w i l l  be 
f o u n d  t o  l i e  i n  a r e l a t i v e l y  s m a l l  number  o f  p a r a l l e l  
h y p e r p l a n e s  < s e e  f i g u r e  3 . 1 ) .  F u r t h e r m o r e ,  t h e r e  a r e  many
F i g u r e  3.  1
s y s t e m s  o f  p a r a l l e l  h y p e r p l  a n e s  w h i c h  c o n t a i n  a l l  t h e  
p o i n t s .  M a r s a g l i a  C333 s ho w s an u p p e r  bou nd i n  t h e  nu mbe r of  
t h e s e  h y p e r p l a n e s  by  p r o v i n g  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m :
Theor em.  I f  S ^ ,  S ^ , . . . ,  Sn i s  any  c h o i c e  of  i n t e g e r s  such 
that
S, + S „ a  + S » a 2+ . . .«-S an_ 1 a0 (mod m) n
then t h e  p o i n t s  n . - <  u t , u j + j , . . . , u t +f, _  . i - 1 , 2 . . . ,  w i l l  l i e
8 2
i i
S l u i + S 2 u i + 1 + * •+ S nu i * n - l = 0 ’ ± 1 ’ ± 2 ’ - * 1 
T h e r e  a r e  a t  m o s t
IS I ♦ I S _ I ♦ . . . + I S  Il £. n
o f  t h e s e  h y p e r p l a n e s  w h i c h  i n t e r s e c t  t h e  u n i t  n - c u b e ,  and 
t h e r e  i s  a l w a y s  a c h o i c e  o-f S j ,  ...........su ch  t h a t  a l l  t h e
i I ‘
i n  t he  s e t  of  p a r a l l e l  h y p e r p l a n e s  d e f i n e d  by  t h e  e q u a t i o n s
p o i n t s  f a l l  i n  f e w e r  t h a n  <n!m> 1/n h y p e r p l a n e s ,
1/nH e r e  i s  a t a b l e  o f  <n!m> f o r  some v a l u e s  of  m,
p ow er  2 :
T a b l e  3 . 1  U p p e r  b o u n d  f o r  t h e  number  o f  h y p e r p l a n e s  
c o n t a i n i n g  a l l  t h e  n - t u p l e s
16n “  3 n = 5 n =
m = 2 1* 73 23 13
m = 2 24 445 72 23
m = 2 32 2 , 9 5 3 220 41
m = 2 48 1 1 9 , 0  86 2 , 0 2 1 124
32F o r  e x a m p l e ,  i n  a b i n a r y  c o m p u t e r  w i t h  3 2 - b i t s  w o r d s ,  m“ 2 ,
f e w e r  t h an  41 h y p e r p l a n e s  w i l l  c o n t a i n  a l l  1 0 - t u p l e s ,  f e w e r  
t h a n  220 h y p e r p l a n e s  w i l l  c o n t a i n  a l l  5 - t u p l e s  and f e w e r  
t h a n  2 , 9 5 3  h y p e r p l a n e s  w i l l  c o n t a i n  a l l  3 - t u p l e s .  M a r s a g l i a  
s t a t e s  t h a t  s i m i l a r  r e s u l t s  can be e s t a b l i s h e d  f o r  m i x e d  
c o n g r u e n t i a l  g e n e r a t o r s  < s e e  f i g u r e  3 . 2 > .
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Figure 3.2 Lattices of all pairs (X^ , +
of a single period of congruential 
generators with modulus 1024 and 
(a) a - 45, c - 1 (b) a - 129,
c ■ 1, and (c) a - 45, c - 0.
84
3 . 3 . 5 )  L i n e a r  R e c u r s i o n  mod 2 G e n e r a t o r
A l i n e a r  c o n g r u e n t i a l  g e n e r a t o r  c a l c u l a t e s  X i 
s o l e l y  -from X . _ j .  A d d i t i v e  c o n g r u e n t i a l  g e n e r a t o r s  < i . e ,  
F i b o n a c c i  M e t h o d )  u se s e v e r a l  p r e v i o u s  v a l u e s  of  X.- B o t h  of  
t h e s e  m et h o d s  a r e  s p e c i a l  c a s e s  o f  t h e  g e n e r a l  f o r m u l a
X .  = < a , X .  , * a _ X .  _ + . . . . + a  X .  + c)  mod m .............. < 3 . 4 )i l i — l jl i n i - n
I n  t h i s  s e c t i o n  we s t u d y  t h e  c a s e  when m=2 and 
c = 0 . B e c a u s e  X^ can e q u al  o n l y  0 o r  1, suc h g e n e r a t o r s  
p r o d u c e  a b i t  s t r e a m  { b ^ .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  o n l y  v a l u e s  t h a t  
nee d t o  be c o n s i d e r e d  f o r  t h e  a ^. 's  a r e  a l s o  0 and 1. T h u s  b^ 
i s  o b t a i n e d  b y  a d d i n g  m o d u l o  2 t o  s e v e r a l  o f  t h e  p r e c e d i n g  
b i t s  i n  t he  s t r e a m .
|.
M o d u l o  2 a d d i t i o n  i s  t h e  e x c l u s i v e - O R  l o g i c a l  
o p e r a t i o n .  T h i s  o p e r a t i o n ,  d e n o t e d  b y  XOR,  m a k e s  t h e  
l o g i c a l  o p e r a t i o n  ' n o t - » q u a l '  , NEQ,  f o r  e x a m p l e ,  when
A B A XOR
1 1 0
1 0 I
0 1 i
0 0 0
One w a y  of  i m p l e m e n t i n g  t h e  g e n e r a t o r  < 3 . 4 )  w i t h  
m**2 a n d  c “ 0 i s  b y  u s i n g  a S h i f t  R e g i s t e r  w i t h  F e e d b a c k  <SRF> 
and a p r i m i t i v e  p o l y n o m i a l  h<x> of  d e g r e e  k j  t h i s  s o r t  of
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p o l y n o m i a l  w i l l  be d e f i n e d  l a t e r .  A s  an e x a m p l e ,  t a k e
h<x> = x 4 ♦ x + 1
w h i c h  h as d e g r e e  4 .  T h i s  p o l y n o m i a l  s p e c i f i e s  a f e e d b a c k  
s h i f t  r e g i s t e r  as shown i n  t h e  f o l l o w i n g  f i g u r e s
4x ♦ x ♦ 1 i i
I
F i g u r e  3 . 3 . -  S h i f t  R e g i s t e r  w i t h  F e e d b a c k  < SRF>
Ea ch  box i n  f i g u r e  3 . 3  i s  a o n e - b i t  m e m o r y  h o l d i n g  0 o r  1.
I
A t  e a c h  i t e r a t i o n  t h e  r e g i s t e r  i s  s h i f t e d  one  p l a c e  r i g h t ,  
t h e  b o x e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  t e r m s  i n  h a r e  a d d e d  m o d u l o  
2 ,  a nd t h e  sum i s  f e d  b a c k  i n t o  t h e  l e f t - h a n d  b o x .  F o r  
e x a m p l e ,  i f  t h e  s h i f t  r e g i s t e r  o f  f i g u r e  3 . 3  i s  i n i t i a l i z e d  
t o  t h e  s t a t e  1 0 0 0 ,  i t s  s u c c e s s i v e  s t a t e s  a nd o u t p u t s  a r e s
T a b l e  3 . 2  E x a m p l e  o f  SRF
I t e r a t  i on S t a t e s O u t p u t
0 1 e 0 0 ..
1 0 l 0 0 '"'*0
2 0 e l 0 0
3 1* i f 0 1 0
4 1 1 0 0 1
3 0 l 1 0 0
8 6
!6 1 0 1 1 0 \
S  j
7 0 I 0 i 1
1 1
8 1 e 1 0 /
9 1 i 0 1
16 1 i 1 0 1 \
^  j -
11 1 i 1 1
9 |r
12 0 l 1 1 j
13 0 0 1 1
14 0 0 0 1 i {
15 1 0 0 e
•
>  J 3
16 0 1 0 0 0 /
S i n c e  e t c h  o f  t h e  k b o x e s  i n  - f i g u r e  3 . 3  can h o l d  0
if
o r  1, t h e r e  a r e  2 p o s s i b l e  s t a t e s  t o r  t h e  s h i f t  r e g i s t e r .  
T h u s  t h e  s e q u e n c e  < b . >  must  b e  p e r i o d i c .  S i n c e  t h e  a l l - z e r o  
s t a t e  g e n e r a t e s  o n l y  z e r o ,  t h e  maximum p o s s i b l e  p e r i o d  i s
Now we can d e f i n e  a p r i m i t i v e  p o l y n o m i a l :  h i s  a
p r i m i t i v e  p o l y n o m i a l  i f  t h e  s h i f t  r e g i s t e r  c o r r e s p o n d i n g  t o
h g e n e r a t e s  a s e q u e n c e  w i t h  p e r i o d  2 ' - l .  I n  t h e  p r e v i o u s
e x a m p l e ,  a l l  15 p o s s i b l e  n o n - z e r o  s t a t e s  a r e  a c h i e v e d ,  s o  
4
x ♦ x * l  i s  a p r i m i t i v e  p o l y n o m i a l .  I n  S t a h n k e  C413 a l i s t  o f  
p r i m i t i v e  p o l y n o m i a l s  o f  t h e  f o r m  x +xq + l  f o r  k i 168 can b e  
f o u n d .
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T a u s w o r t h e  [ 4 2 ]  s h o w s  t h a t  i f  a s e q u e n c e  o f  n b i t s  
g e n e r a t e d  by  S RF a r e  c o n s i d e r e d  as n - b i t  i n t e g e r s ,  t h e n  
t h e s e  i n t e g e r s  a r e  a p p r o x i m a t e l y  u n i f o r m l y  d i s t r i b u t e d ,  and 
t h e y  do n o t  h a v e  c e r t a i n  m u l t i d i m e n s i o n a l  n o n - u n i t o r m i t i e s  
a s s o c i a t e d  w i t h  l i n e a r  c o n g r u e n t i a l  g e n e r a t o r s .  One w a y  t o 
g e n e r a t e  such i n t e g e r s  i s  t o  t a k e  k e qu al  t o  t h e  n u mb e r  o-f 
b i t s  i n  t h e  c o m p u t e r  w o r d  ( n o t  c o u n t i n g  t h e  s i g n  b i t )  and 
c h o o s e  a p r i m i t i v e  p o l y n o m i a l  w i t h  o n l y  t h r e e  t e r m s ,  s a y
h ( x )  =  x k + x ^  + 1
s u c h  t h a t  k J 2 q .  N o w ,  i-f t h e  c o m p u t e r  can do - f u l l - w o r d  l o g i c a l  
o p e r a t i o n s ,  c o m p o n e n t s  o f  t h e  s e q u e n c e  ( b . )  c a n  g e n e r a t e  k 
b i t s  a t  a t i m e  a s  r e q u i r e d ,  u s i n g  o n l y  two s h i f t  a nd two 
e x c l u s i v e - O R  o p e r a t i o n s  a s  f o l l o w s :
A l g o r i t h m  T a - 0 1
1> Y  < -  J  ( T h e  i n t e g e r  J  i s  f o r m e d  b y  b i t s
I
b i + k - l b i + k - 2 *  * ’ , b i >
2)  R i g h t  s h i f t  Y  b y  q b i t s ,  f i l l i n g  w i t h  z e r o s  
3> Y  < -  J  < -  Y  XOR J  ( t h e  l o w - o r d e r  b i t s  o f  J
h a v e  now been u p d a t e d )
4)  L e f t  s h i f t  Y b y  k - q  b i t s  f i l l i n g  w i t h  z e r o s
5)  J  < -  Y  X OR J  ( J  i s  now f o r m e d  b y  b i t s
b i + 2 k - l b i + 2 k - 2 * ‘ * , b i + k >
6) D e l i v e r  J ,  as t h e  n e x t  r e q u i r e d  i n t e g e r
* I '
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I - i
F o r  e x a m p l e ,  t o  -form i n t e g e r s  w i t h  -four b i t s  -from t h e  o u t p u t  
b i t s  o f  t h e  t a b l e  3 . 2 ,  t h e  r e s u l t s  -from a l g o r i t h m  T a - 0  1 w i l l
be i
000 1 T h e  s e e d ,  J * 0= l
00 10 S h i f t  q= 1 r i g h t  < < - )
00 1 1 XOR
0000 S h i f t  k - q =  3 l e f t  < - >  )
00 1 1 XOR,  J * = 3
01 10 S h i f t  q = 1 r i g h t
0 10 1 XOR
0000 S h i f t  k - q =  3 l e f t
)
0101 XOR,  J * = 5
1 1 1
10 10 S h i f t  q = 1 r i g h t
1111
1 1
XOR
000 1 S h i f t  k - q =  3 l e f t
1 1 10 XOR,  J * = 1 4
* • 1
1 100 Sh i i  t q** 1 r i g h t
00 10 XOR
0000 S h i f t  k - q -  3 l e f t
00 10 XOR,  J *  = 2
n e x t  p s e u d o - r a n d o m  numbe r ( d e c i m a l * )
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L e w i s  and P a y n e  C283 s u g g e s t  a r e f i n e m e n t  of  t he
SRF a l g o r i t h m .  T h e y  u se  t h e  l o g i c a l  o p e r a t i o n  XOR t o  a
c o m p u t e r  w o r d  W. as - f o l l o w s :  a s s u m i n g  a p r i m i t i v e  p o l y n o m i a l  
k a  V
x + x ^ +  1 such t h a t  2 - 1  i s  a p r i m e  n u m b e r ,  t he n t h e  s e q u e n c e  
o f  p s e u d o - r a n d o m  n u m b e r s ,  W. , i s  c a l c u l a t e d  by  t h e  r e c u r s i o n
Wi = Wi - k + q X0 R Wi - k
5 2F o r  e x a m p l e ,  l e t  t he  p r i m i t i v e  p o l y n o m i a l  be x +x + 1 ,  t hen 
t h e  s e q u e n c e  o f  n umbe rs  i s  as f o l l o w s :
XOR«-
w 0
1 1 0 1 0
W 1
1 0 0 0 1
W 2
1 1 0 1 1
W 3
1 1 i 0 0
W 4
1 0 0 1 1
* W 5
0 0 0 0 1
W 6
0 1 1 0 1
W 7
0 1 0 0 0
T h i s  p r o c e d u r e  i s  c a l l e d  t h e  G e n e r a l i z e d  F e e d b a c k  
S h i f t  R e g i s t e r  <GFSR> m e t h o d .  T h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m  can be 
u s e d  t o  i m p l e m e n t  GFSR:
A1 g o r i  thm GFSR
1) I n i t i a l i z e W ,  t o  Wk , f o r  e x a m p l e ,  u s i n g  SRF
a l g o r i  thm
2> I n i t i a l i z e J < -  k - q , i < -  k
3> S e t  W. < - WJ XOR W . , a n d  o u t p u t  N.
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I4) D e c r e a s e  j  and i b y  1.  I f  j = 0  , s e t  j  < -  K i f  
i = 0 ,  s e t  i < -  k
5)  I f  e n o u g h  p s e u d o - r a n d o m  i n t e g e r s  h a v e  been 
g e n e r a t e d ,  s t o p ;  o t h e r w i s e ,  go t o  s t e p  3
T h e  a d v a n t a g e  o f  t h e  GFSR a l g o r i t h m  i s  t h a t  i t  i s  f a s t ,  e a s y  
t o  p r o g r a m ,  a n d  o f f e r s  l a r g e  p e r i o d  l e n g t h  r e g a r d l e s s  o f  t he
w o r d - s i z e  o f  t h e  c o m p u t e r  b e i n g  u s e d .  U s i n g  k w o r d s  of
y
m e m o r y ,  a p e r i o d  o f  l e n g t h  2 ‘ - l  c a n  be a c h i e v e d .  T h i s  
a l g o r i t h m  i s  c o n s i d e r e d  t o  be s t a t i s t i c a l l y  q u a l i f i e d  a s a 
g o o d  p s e u d o - r a n d o m  n u m b e r  g e n e r a t o r ,  i f  k and q a r e  c h o s e n  
p r o p e r l y  < C 4 1 ,  p . ,  1 9 0 ) .
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3 . 3 . 6 )  C o m b i n a t i o n  o f  G e n e r a t o r s
C o m b i n i n g  two s e q u e n c e s  o f  p s e u d o - r a n d o m  n u m b e r s ,
< X . )  • and < Y . )  t o  p r o d u c e  a t h i r d  o n e ,  < 2 . 3  a ims t o  r e d u c e  
n o n r a n d o m n e s s .  I f  X j  and Y .  a r e  d i s t r i b u t e d  o v e r  t h e  i n t e g e r s  
0 and m - 1 ,  some s u g g e s t i o n s  a r e :
a)  S e t  2 .  ”  <X^ ♦ Y^> mod m 
b> S e t  2 .  =  X .  XOR Y .i l l
Wi chman and Hi  1 1 C493 r e p o r t  good r e s u l t s  u s i n g
e s s e n t i a l l y  m e t h o d  a ) .  T h e i r  m e t h o d  c o mb i ne  t h e  f o l l o w i n g  
t h r e e  g e n e r a t o r s
w i * l  - 171W.l mod 3 0 2 6 9
x i + l = 172X .i mod 3 0 3 0 7
Y i + 1 - 17 0 Y .l mod 3 0 3 2 3
t o  o b t a i n  t h e  p s e u d o - r a n d o m  2 ^ + j as f o l l o w s :
Z i + 1  * <Wi + 1/ 3 0 2 6 9  ♦ X . + j / 3 0 3 0 7  ♦ Y .  + j/3 03 23 > m o d  1
T h e  p e r i o d  l e n g t h  o f  t h e  a b o v e  g e n e r a t o r  i s  6 . 9 5 X 1 0 12 [ 5 0 3  
T h e  a u t h o r s  c l a i m  t h a t  t h i s  p r o c e d u r e  i s  r e a s o n a b l y  s h o r t ,  
r e a s o n a b l y  f a s t ,  m a c h i n e  i n d e p e n d e n t ,  e a s i l y  p r o g r a m m e d  i n  
a n y  l a n g u a g e  and s t a t i s t i c a l l y  s o u n d .
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I ' i
3 . 4 )  T e s t i n g
In  t h i s  s e c t i o n ,  we d e s c r i b e  some s t a t i s t i c a l  
t e s t s  -for c h e c k i n g  i n d e p e n d e n c e  and u n i f o r m i t y  o f  a s e q u e n c e  
o f  p s e u d o - r a n d o m  n u m b e r s .  As m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  a s e q u e n c e
I
of  p s e u d o - r a n d o m  n u m b e r s  i s  c o m p l e t e l y  d e t e r m i n i s t i c ,  b u t  
i n s o f a r  as i t  p a s s e s  t h e  s e t  o f  s t a t i s t i c a l  t e s t s  i t  may be 
t r e a t e d  as one o f  “ t r u l y "  r a n d o m  n u m b e r s ,  t h a t  i s ,  a s  a 
s a m p l e  f r o m  U ( 0 , 1 ) .
K n u t h  < £ 2 4 1 ,  p .  38)  d i v i d e s  t e s t s  o f  t h e  
s u p p o s e d l y  i n d e p e n d e n t  and u n i f o r m  U.  i n t o  two c l a s s e s :  
E m p i r i c a l  T e s t s ,  i n  w h i c h  a s a m p l e  i s  t a k e n  a nd a s s e s s e d  
w i t h o u t  c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  w a y  i n  w h i c h  t he  n u m b e r s  a r e  
g e n e r a t e d ,  and T h e o r e t i c a l  T e s t s  w h i c h  a r e  b a s e d  on t h e  way 
i n  w h i c h  t h e  p s e u d o - r a n d o m  n u m b e r s  a r e  g e n e r a t e d ,  a n d  w h i c h  
do n o t  r e q u i r e  a s a m p l e .  In  t h i s  s e c t i o n ,  we d e s c r i b e  
some e m p i r i c a l  t e s t s  a n d  one t h e o r e t i c a l  t e s t  < t h e  s p e c t r a l  
t e s t ) .
3 . 4 . 1 )  E m p i r i c a l  T e s t s
3 . 4 . 1 . 1 )  C h i - S q u a r e  T e s t
I
2
T h e  c h i - s q u a r e  t e s t  <X t e s t )  i s  p e r h a p s  t h e  b e s t  
known o f  a l l  s t a t i s t i c a l  t e s t s ,  and i t  i s  a b a s i c  m e t h o d  
w h i c h  i s  u s e d  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  many o t h e r  t e s t s .  T h e  c h i -  
s q u a r e  t e s t  a p p l i e s  i n  t h e  f o l l o w i n g  s i t u a t i o n .  A s s u m e  t h e  
e v e n t  s p a c e  ( e . g . ,  t h e  p o s s i b l e  v a l u e s  o f  t h e  r a n d o m  number  
d ra w n )  ca n  be p a r t i t i o n e d  i n t o  n s u b s e t s  < e . g . ,  U $ 0 . 1 ,
«  . 1 < U $ 0 . 2 , . . . e t c )  .
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From a s amp le  oF M i n d e p e n d e n t  o b s e r v a t i o n s ,  l e t  F . be t h e  
nu mbe r oF o u t c o m e s  F a l l i n g  i n t o  s u b s e t  i .  L e t  7^ be t h e  
e x p e c t e d  number i n  t h e  i - t h  s u b s e t  u n d e r  t h e  h y p o t h e s i a e d ’ 
d i s t r i b u t i o n .  I F  t he  h y p o t h e s i s  i s  t r u e ,  t h e n  as M 
i n c r e a s e s ,  t h e  s t a t i s t i c
X2
F . i
has a s y m p t o t i c a l  1 y  t h e  c h i - s q u a r e  d i s t r i b u t i o n  w i t h  n - k - i l  
d e g r e e s  oF F r e e d o m ,  w h e r e  k i s  t h e  number oF p a r a m e t e r s
e s t i m a t e d  From t h e  d a t a ;  F o r  t e s t i n g  t h e  u n i F o r m
2d i s t r i b u t i o n ,  k » 0  . I F  X i s  l a r g e ,  t h e  h y p o t h e s i z e d  
d i s t r i b u t i o n  i s  r e j e c t e d  ( s e e  K e n d a l l  he S t u a r t  [ 2 2 3 ,
p p .  4 1 9 - 4 4 2 3 .
3 . 4 . 1 . 2 )  K o l m o g o r o v - S r r . i r n o v  T e s t
L i k e  t h e  c h i - s q u a r e  t e s t ,  t h i s  t e s t  a l l o w s  one t o  
make a s t a t e m e n t  a b o u t  t h e  p r o b a b i 1 i t y  oF an o b s e r v e d  s a m p l e  
b e i n g  d r a w n  From a s p e c i f i e d  d i s t r i b u t i o n .  I t  w o r k s  o n l y  F o r  
c o n t i n u o u s  d i s t r i b u t i o n s .  U n l i k e  t h e  c h i - s q u a r e  t e s t ,  n o t  
even t h e  a s y m p t o t i c  d i s t r i b u t i o n  oF  t h e  KS s t a t i s t i c  i s  
known a n a l y t i c a l l y  I F  a n y  p a r a m e t e r s  a r e  e s t i m a t e d  F r o m  t h e  
d a t a .
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F r e q u e n c y  T e s t
When a s e q u e n c e  of  r a n d o m  n u m b e r s  h as a u n i f o r m  
d i s t r i b u t i o n  o n e  o f  t h e  f i r s t  o b v i o u s  r e q u i r e m e n t s  o f  a s et  
of  d e c i m a l  d i g i t s  i s  t h a t  each d e c i m a l  d i g i t  s h a l l  o c c u r  
w i t h  a p p r o x i m a t e l y  e q u al  f r e q u e n c y .  T h e  f r e q u e n c y  t e s t  
c o n s i s t s  o f  r e c o r d i n g  t h e  f r e q u e n c y  o f  o c c u r r e n c e  of  e a c h  
d i g i t  and c o m p a r i n g  t h i s  w i t h  i t s  e x p e c t e d  f r e q u e n c y  ( o n e -
2
t e n t h  t h e  s a m p l e  s i z e )  b y  u s i n g  a X t e s t  ( s e c t i o n  3 . 4 1 1 ) .
S e r i a l  T ^ ? t
T h e  f r e q u e n c y  t e s t  m e r e l y  t e s t s  the p r o b a b i l i t y  of 
t h e  o c c u r r e n c e  o f  each d i g i t  i n  a g i v e n  p o s i t i o n ,  b u t  i t  
d o e s  n o t  e x c l u d e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  s e r i a l  c o r r e l a t i o n  
b e t w e e n  d i g i t s  i n  s u c c e s s i v e  p o s i t i o n s .  T h u s ,  t h e  s e q u e n c e  
0 , 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 , 7 , 8 ,9 ,0 , 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 , 7 , 8 , 9  
w i l l  s a t i s f y  t h e  f r e q u e n c y  t e s t ,  b u t  c l e a r l y  i t  i s  n o t  a 
r ando m s e q u e n c e .  T h e  s e r i a l  t e s t  i s  u s e d  t o  c h e c k  t h a t  rto 
d i g i t  s h a l l  t e n d  t o  be f o l l o w e d  b y  a n y  o t h e r  d i g i t .  T o  make 
t h i s  t e s t ,  we f o r m  a b i v a r i a t e  t a b l e  s h o w i n g  t h e  
d i s t r i b u t i o n  o f  p a i r s  o f  d i g i t s  i n  t h e  s e r i e s ,  a r r a n g e d  i n  
t h e  r o w s  a c c o r d i n g  t o  t h e  f i r s t  d i g i t ,  a nd i n t h e  c o l u m n s  
a c c o r d i n g  t o  t h e  s e c o n d  d i g i t ;  t h i s  p r o c e d u r e  c o u l d  be 
e x t e n d e d  f o r  m o r e  than t w o  d i g i t  s e r i e s .  I n  a l l  c e l l s ,  we
s h o u l d  g e t  f r e q u e n c i e s  w h i c h  a r e  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  i n  ' a l l
2
c e l l s  1 2 1 1 .  T h i s  c a n  be t e s t e d  a g a i n  b y  u s i n g  X t e s t .
I
9(4
!■
3 . 4 . 2 )  T h e  S p e c t r a l  T e s t
T h e  t e s t  was o r i g i n a l l y  m o t i v a t e d  b y  t h e  
c o n s i d e r a t i o n  o-f n o n - r a n d o m  w a ve  s t r u c t u r e  i n  t h e  L C G . T h i s  
t e s t  c a n  be u n d e r s t o o d  on much m o r e  s t r a i g h t - f o r w a r d  
g e o m e t r i c a l  g r o u n d s .  E s s e n t i a l l y ,  t h e  s p e c t r a l  t e s t  i s  a way 
o-f m e a s u r i n g  t h e  n - d i m e n s i  on a l  u n i - f o r m i t y  o-f a c o m p l e t e  
c y c l e  o-f t h e  o u t p u t  g e n e r a t o r .
i I 1
T h e  s p e c t r a l  t e s t  i s  r e l a t e d  t o  t h e  p r o b l e m
I
p r e s e n t e d  by  M a r s a g l i a  1333 i n  r e l a t i o n  t o  t h e  maxi mum 
number  o-f h y p e r p l a n e s  t h a t  c o n t a i n  t h e  t o t a l  number  o-f 
p s e u d o - r a n d o m  n u m b e r s  g e n e r a t e d  b y  t h e  m u l t i p l i c a t i v e  
c o n g r u e n t i a l  g e n e r a t o r  ( s e c t i o n .  3 . 4 . 4 ) .  T h i s  t e s t  d e t e r m i n e s
I
t h e  maxi mum d i s t a n c e  b e t w e e n  a d j a c e n t  h y p e r p l a n e s ,  t h e
I
maximum b e i n g  t a k e n  o v e r  a l l  s e t s  o-f c o v e r i n g  h y p e r p l a n e s  
( s e e  - f i g u r e  3 . 1 ) .  T h e  l a r g e r  t h i s  maxi mum,  t h e  w o r s e  t h e  
g e n e r a t o r .
T o  show t h e  s p e c t r a l  t e s t  i n  a p r a c t i c a l  w a y ,  we 
u s e  an e x a m p l e  p r e s e n t e d  i n  B r a t l e y ,  e t  al  ( 1 4 3 ,  p .  1 9 6 ) .
L e t  u s c o n s i d e r  a g e n e r a t o r  o-f t h e  -form X j ^ j - ' a X j  mod m.  
C o m p l e t e  p e r i o d s  o-f t h e  o u t p u t  - for  t w o  spec i i  i c a t i o n s  o-f 
t h i s  g e n e r a t o r  a r e  l i s t e d  b e l o w
C as e a m 7 , m *■ 11
Xj  = 1,  7,  5,  2 ,  3,  10,  4 ,  6,  9,  8
Ca se  a = 6 , m =  11
Xj  -  1, 6,  3,  7 ,  9,  10, S,  8,  4,  2
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B o t h  c a s e s  s a t i s f y  o n e - d i m e n s i o n a l  u n i f o r m i  t y  as w e l l  as 
p o s s i b l e ,  i . e . ,  e v e r y  i n t e g e r  i n  t h e  i n t e r v a l  C l , 10]  i s
g e n e r a t e d  e x a c t l y  o n c e  i n  a c y c l e .  I n  t w o  d i m e n s i o n s  
<X^+ j, X.), u n i f o r m i t y  c o l l a p s e s ,  s e e  t h e  - f o l l o w i n g  f i g u r e :
I
X i M
1 1 
9
7 ■
5 «■
■
3 •
<
1 ■ X
1 1
X .i X.1
x i * l 7X^ mod 11 i + 1 ¿ X .  mod 11
F i g u r e  3 . 4  P l o t  o f  o u t p u t  p a i r s  o f  t wo g e n e r a t o r s
I n  e a c h  c a s e  t h e  p o i n t s  i n  2 - s p a c e  can be  c o v e r e d  b y  a 
f a m i l y  o f  p a r a l l e l  l i n e s .  F o r  t he  g e n e r a t o r  X . ^ ^ X j  mod 11,  
a l l  t h e  p o i n t s  can b e  c o v e r e d  by  e i t h e r  t w o  p a r a l l e l  l i n e s  
of  p o s i t i v e  s l o p e  o r  f i v e  p a r a l l e l  l i n e s  o f  n e g a t i v e  s l o p e .  
F o r  t h e  g e n e r a t o r  X j + j = 7 X j mod 11, a l l  p o i n t s  can be c o v e r e d  
by  e i t h e r  f o u r  l i n e s  o f  p o s i t i v e  s l o p e  o r  t h r e e  l i n e s  o f  
n e g a t i v e  s l o p e .  T h i s  c o n f i r m s  M a r s a g l i a  t h e o r e m  < s e c t i o n  
3 - 3 . 4 )  w h i c h  s a y s  t h a t  t h e r e  a r e  a t  mos t  7  * < 2 ! X 1 1 > ^  
h y p e r p l a n e s  t h a t  c o n t a i n  a l l  t he p o i n t s  i n  t h e  p l a n e .
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I
I n  t h i s  e x a m p l e ,  t h e  maximum d i s t a n c e  t o r  t h e  
■ f i r s t  g e n e r a t o r  <X^ + j « 7 X ^  mod m) i s  3 . 4 8 ,  w h i c h  a p p e a r s  mor e 
r a n d o m ,  w h i l e  i n  t h e  s e c o n d  one < X i + j 34 X.  mod 11) i s  4 . 9 2  
< C 4 I ,  p .  1 9 7 ) .  S o ,  we s a y  t h a t  t h e  ■ f i r s t  g e n e r a t o r  i s  b e t t e r  
than t h e  s e c o n d  o n e .
A l g o r i t h m s  t o  p e r f o r m  t h e  s p e c t r a l  t e s t  can be 
f o u n d  i n  H o a g l i n  k  K i n g  C17J  and H o p k i n s  t 1 8 1 .  F o r  a f o r m a l  
d e v e l o p m e n t  o f  t h e  s p e c t r a l  t e s t  s e e  Kn u th  ( 1 2 4 1 ,  p p . 8 9 - 1 1 0 ) .
i
>
* I 1
i i
I
I ' i
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3 . 5 )  C o n c l u s i o n s
We h a v e  se en t h a t  t h e  l i n e a r  c o n g r u e n t i a l  
g e n e r a t o r  < L CG)  i s  an e a s y  wa y  t o  g e n e r a t e  p s e u d o - r a n d o m  
n u m b e r s ,  a n d  i f  i t s  p a r a m e t e r s  a r e  c h o s e n  p r o p e r l y  t h i s  
p r o c e d u r e  c an  be u s e d  i n  s i m u l a t i o n  s t u d i e s .
I
One o f  t h e  d i s a d v a n t a g e  o f  LCG i s  t h e  p r o b l e m  of  
n o n - u n i f o r m i t y  p r e s e n t e d  i n  a s p a c e  w i t h  k - d i m e n s i o n s  t a l l  
t h e  p o s s i b l e  p s e u d o - r a n d o m  n u m b e r s  g e n e r a t e d  b y  LCG can be 
c o v e r e d  b y  a number  o f  h y p e r p i a n e s ) . An a l t e r n a t i v e  
p r o c e d u r e  i s  t o  u s e  t h e  G e n e r a l i z e d  F e e d b a c k  S h i f t  R e g i s t e r  
t G F S R )  m e t h o d .
!
T h e  GFSR m e t h o d  d o e s  n o t  h a v e  t h e  p r o b l e m  of  
m u l t i d i m e n s i o n a l  n o n - u n i f o r m i t y  a s s o c i a t e d  w i t h  LCG a nd the 
p e r i o d  l e n g t h  d e p e n d s  on t h e  memory  c a p a c i t y  < i f  we h a v e  k 
w o r d s  o f  m e m o r y ,  t h e  maxi mum p e r i o d  l e n g t h  t h a t  ca n  be
k
g e n e r a t e d  i s  2 - 1 ) .  T h i s  m e t h o d  i s  l e s s  e a s y  t o  c o m p u t e  than 
t h e  L C G ,  b u t  d ue  t o  i t s  m e n t i o n e d  p r o p e r t i e s ,  i t s  
i m p l e m e n t a t i o n  i s  w o r t h w h i l e  i n  s i m u l a t i o n  s t u d i e s .
I ' i
l I
I
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tIV)  V a r i a n c e  Re duc t i on  T e c h n i q u e s
i l
4 . 1 )  I n t r o d u c t i o n
I
I n  a s i m u l a t i o n  e x p e r i m e n t  s a m p l e s  o f  many 
t h o u s a n d s  o f  o b s e r v a t i o n s  a r e  o f t e n  r e q u i r e d  t o  e s t i m a t e  
some p e r f o r m a n c e  m e a s u r e  w i t h  s u f f i c i e n t  a c c u r a c y .  F o r  l a r g e  
and c o m p l e x  s i m u l a t i o n s  t h e  r e q u i r e m e n t  o-f s u - f - f i c i e n t  
a c c u r a c y  may be v e r y  t i m e - c o n s u m i n g .  T h i s  a c c u r a c y  ca n  be 
m e a s u r e d  i n  t e r m s  o-f t h e  v a r i a n c e  of  t h e  p a r a m e t e r  t o  be
e s t i m a t e d .  T h i s  v a r i a n c e  d e c r e a s e s  as we i n c r e a s e  t h e  number
2
o f  s i m u l a t i o n  r u n s ,  so t h a t  i f  a  i s  t h e  e s t i m a t e d  v a r i a n c e  
2
f o r  o n e r u n ,  t h e n  a / n  i s  t h e  e s t i m a t e d  v a r i a n c e  f o r  n 
i n d e p e n d e n t  r u n s .
V a r i a n c e  r e d u c t i o n  t e c h n i q u e s  <VRT> a r e  
s t a t i s t i c a l  p r o c e d u r e s  t o  r e d u c e  t he  e s t i m a t e d  v a r i a n c e  
w i t h o u t  t h e  r e q u i r e m e n t  t o  i n c r e a s e  t h e  number  o f  s i m u l a t i o n  
r u n s ,  n .  I n  t h i s  c h a p t e r ,  we a r e  g o i n g  t o  d e s c r i b e  some o f  
t h e  mos t  c o m m o n l y  known V R T > A n t i t h e t i c  V a r i a b l e s  <AV> , 
Common Random N u m b e r s  <CRN) a n d  C o n t r o l  V a r i a b l e s  <C V > . A 
f u l l  a c c o u n t  o f  t h e s e  t e c h n i q u e s  can be seen i n  Hammers!  ey  tt 
Hands comb t 121 , Ja me s [ 1 8 1 ,  K l e i j n e n  [ 2 0 ] ,  Law Kel  t o n  C24]  
and 14i 1 son C35I  .
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4 . 2 )  A n t i t h e t i c  V a r i a t e s
T h e  a n t i t h e t i c  v a r i a t e s  <AV> t e c h n i q u e  t r i e s  t o  
c r e a t e  n e g a t i v e  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  o b s e r v a t i o n s ,  g e n e r a t i n g  
o n e  o b s e r v a t i o n  f r o m  t h e  r a n d o m  n u m b e r ^ u l a n d  t h e  o t h e r  
o b s e r v a t i o n  -from i t s  a n t i t h e t i c  p a r  t n e r  ) < 1-U>|. T h i s  
t e c h n i q u e  i s  due t o  H a m m e r s l e y  and M o r t o n  [ 1 3 3  and w a s  
i n i t i a l l y  u s e d  i n  t h e  M o n t e  C a r l o  e s t i m a t i o n  o f  t h é  v a l u e  of  
an i n t e g r a l  t i l ]  tc <12 6 3 ,  p p . 1 6 0 - 1 8 9 ) .
S u p p o s e  w e h a v e  a ' f i x e d  p o l i c y  a n d  t h a t  i n  r u n  r
( p)
we u s e  a s e q u e n c e  ( U  > o f  ra n do m n u m b e r s .  L e t  t h e  o u t p u t  
be X*" * * = T  < U*’ 4 * ) . We w a n t  t o  e s t i m a t e  E< X < i J ) .  F o r  e x a m p l e ,  
w i t h  two r u n s  o u r  e s t i m a t o r  i s *
X =  <X( °  ♦ X <2> > / 2
w i t h
V a r  <X> =  < V a r < X < 0 > + V a r < X < 2 > > + 2 C o v < X < °  , X ( 2> > >/4
H e n c e  t he  v a r i a n c e  o f  X d e c r e a s e s  i f  X ( a n d  X <2) a r e  
n e g a t i v e l y  c o r r e l a t e d ,  o r  e q u i v a l e n t l y  i f  C o v < X ( , X * 2 > )  i s  
n e g a t i v e .  T h e  s t r a t e g y  o f  n e g a t i v e  c o r r e l a t i o n  i s  t o  
g e n e r a t e  X**^ as f o l l o w s !
,< 1) T<U(1>>
and
T < 1 -  U C !> >
i I 1
i i
I
T h e  s u c c e s s  o f  A V w i 11 d e p e n d  on how w e l 1 t h e  
s i m u l a t i o n s  a r e  s y n c h r o n i z e d !  t h i s  means t h a t  when t h e  i - t h  
p s e u d o  r andom n u mb e r  i s  U j  i n  t h e  f i r s t  s i m u l a t i o n ,  t h e n  t he
> i
I • i
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I
i - t h  p s e u d o  ra n do m n u mb e r  i n  t h e  s e c o n d  s i m u l a t i o n  mu st  be 
1 - u  i .
■ T o  a c h i e v e  a g o o d  s y n c h r o n i z a t i o n ,  i t  i s
re c omme n d ed  t o  u s e  t h o s e  m e t h o d s  t h a t  g e n e r a t e  ra ndo m 
v a r i a b l e s  w i t h  e x a c t l y  one p s e u d o - r a n d o m  number p e r  s a m p l e ,  
su c h  as  t h e  i n v e r s e  t r a n s - f o r m  m e t h o d  ( s e c t i o n  2 . 2 . 1 ) and t h e  
a l i a s  m e t h o d  ( s e c t i o n  2 . 2 . 4 ) .  When t h e r e  a r e  s e v e r a l  ra ndo m
e v e n t s  i n  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l , t h e  u s e  of  one  p s e u d o —r a n d o m
I
nu mbe r g e n e r a t o r  f o r  e v e r y  one o f  t h e s e  e v e n t s  i s  
r e c omme nd ed ( s e e  K l e i j n e n  t 2 0 i and Z e i g l e r  [ 3 9 ] ) .
and
When m o r e  t h a n two r u n
le s t i ' a t e g y  a d o p t e d i s
a s  f <3l 1 ows :
y (  1 ) » ( X ( 1 > + x ( 2 ) > / 2
y (  2 ) as ( X <3> ♦ x ( 4 ) > / 2
y (  n )
= ( X < R - 1 > ♦ X ( R > >.
p a i r o*f X " s  w i t h i n t h e
x ( j > -  T ( U <J> >
x ( j +  1i ) =  T (  1 - 0 ( j > >
T he n t h e  e s t i m a t o r  o f  E ( X >  i s
Y = ( Y ( ° ♦ . . .  . ♦ Y <n> >/n
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w h i c h  i s  e qu a l  t o
X =  <X( !> + . . . . + X <R> >/R 
T h e  s amp le  v a r i a n c e  o f  Ÿ i s
s 2 <?> = E "= 1  <Y -  Ÿ ) 2  / n ( n - l )
w h i c h  i s  an u n b i a s e d  e s t i m a t o r  of
<Jar<X> = C V a r < X < 1 > ) + ...........+ V a r < X < R ) >
♦ 2 C o v < X (  n  , X <2>
♦ 2 C o v < X < R 1 > , X <R>> 3 / R 2
1 ! 1
!
w h e r e  C o v ( X ( J * , X ( J * 1 > ) < 0 .  { S e e  A r v i d s e n  &< J o h n s o n  C 13 > .
I f  t he  m u l t i p l i c a t i v e  c o n g r u e n t i a l  g e n e r a t o r  i s  
a p p l i e d  i n t h e  s i m u l a t i o n ,  i . e . ,
I
< 4 . 1 > ........... Z j  =  a Z .  . ( m o d  m> ; i « l , 2 , . . .
u . =* Z j/m
t h e n ,  t he  a n t i t h e t i c  random n u m b e r  <1  -  U j )  can be o b t a i n e d  
s i m p l y  by  m a k i n g  t h e  s t a r t i n g  v a l u e  Z* “ a n t i t h e t i c “ , i . e ,  i f  
we t a k e  as s t a r t i n g  v a l u e
i n  < 4 . 1 > .  T h e n ,  t h e  r e s u l t i n g  r ando m n u m b e r s ,  s a y  u* , a r e  
a n t i t h e t i c ,  i . e . ,  u* ■ 1 -  .  I n  t h i s  w a y  no a d d i t i o n a l
c o m p u t i n g  i s  n e ede d < 1 20 1 ,  p .  1 9 4 ) .  F o r  f u r t h e r  i n f o r m a t i o n  
a b o u t  t h e  t h e o r y  b e h i n d  AV t e c h n i q u e s  s e e  R u b i n s t e i n ,  
S a m o r o d n i  t s k y  t, S h a k ed  C30)  a n d  Mi 1 son [ 3 6 3 .
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4 . 3> Common Random N u m b er s
"Common Random N u m b e r s  ( CRN)  i s  t h e  m os t  w i d e l y  
re c omme n d ed  and u s e d  o f  t h e  s i m u l a t i o n  v a r i a n c e  r e d u c t i o n  
t e c h n i q u e s "  C 15]  . CRN a t t e m p t s  t o  i m p r o v e  t h e  e f f i c i e n c y  of  
r e s p o n s e  d i f f e r e n c e  e s t i m a t i o n  by  c o m p a r i n g  a l t e r n a t i v e  
p r o c e d u r e s  i n  t h e  same m e d i u m ,  -for e x a m p l e  b y  c o m p a r i n g  two 
p o l i c i e s  f o r  r e d u c i n g  t h e  w a i t i n g  t i m e  i n  a h o s p i t a l  w a i t i n g  
l i s t .  S u p p o s e  X and Y  a r e  r e s p o n s e  m e a s u r e s  f o r  two 
a l t e r n a t i v e s  p o l i c i e s .  T h e n
V a r ( X - Y )  = U a r ( X >  + V a r ( Y >  -  2 C o v < X , Y )  .................  ( 4 . 2 )
He n ce  t h e  v a r i a n c e  o f  t h e  e s t i m a t e d  d i f f e r e n c e  i s  d e c r e a s e d  
i f  t h e  c o v a r i a n c e  t e r m  i n  ( 4 . 2 )  can be made p o s i t i v e .  S u c h  a 
p o s i t i v e  c o v a r i a n c e  i s  c r e a t e d  b y  t h e  u se  o f  t h e  same r a n d o m  
n u m b e r s ,  i f  we assume t h a t  b o t h  s y s t e m s  r e a c t  t o  t h e  
s t o c h a s t i c  i n p u t  v a r i a b l e s  i n  t h e  same d i r e c t i o n .  A l t h o u g h  
t h i s  i s  d i f f i c u l t  t o  a c h i e v e  i n  r e a l - w o r l d  e x p e r i m e n t s ,  i t  
i s  p o s s i b l e  i n  s i m u l a t i o n  C 3 8 3 .
T o  c o m p a r e  and U y  t h e  e x p e c t e d  r e s p o n s e s  o f  two 
p o l i c i e s ,  a f t e r  N s i m u l a t i o n s  o f  each p o l i c y ,  t h e  f o l l o w i n g  
q u a n t i t i e s  a r e  c a l c u l a t e d
X
Y
5
e n
S - i
E i - i
e N
S - i
X j X N
D j / N
1 1 1
i
I I 1
S2 =  E  <D£ -  6 >2/ < N - l >
T h e n  r c a l c u l a t e  ' ,
5
t c = ------------------
< s 2 / n > *
and c o m p a r e  i t  w i t h  a t —d i  s t r  i bu t i on w i t h  N - 1 d e g r e e s  o f  
•freedom. I f  t £ i s  g r e a t e r  t ha n t ^  n - i > then r e j e c t  t h e  
h y p o t h e s i s  H0 : u x = U y . < C 10 3,  p .  3 1 J
• I
I f  we a r e  i n t e r e s t e d  i n  c o m p a r i n g  t h e  a v e r a g e
l I
r e s p o n s e  of  m o r e  t h an  t w o  p o l i c i e s  i n  a s i m u l a t i o n  s y s t e m  
t he  p r o b l e m  be comes m o r e  d i f f i c u l t  b e c a u s e  of  t he  
c o r r e l a t i o n  i n d u c e d  b y  CRN.  One'  way of  s o l v i n g  t h i s  p r o b l e m  
i s  t o  g e n e r a t e  d i f f e r e n t  s e q u e n c e s  of  p s e u d o - r a n d o m  n u m b e r s  
and w i t h  each o n e o f  t h e  s e q u e n c e s  a p p l y  a l l  t h e  p o l i c i e s  
T h e n ,  t o  s t u d y  t h e  e f f e c t  o f  t h e s e  p o l i c i e s  u se  the 
f o l l o w i n g  l i n e a r  m o d e l :
and
y i j  "  u + T i + * j  * * i j  » P
J * l , • • • jS
i
y j j  : t h e  o u t p u t  r e s p o n s e  f o r  t he  s i m u l a t o r  w i t h  
p o l i c y  / i " a n d  t h e  s e q u e n c e  o f  p s e u d o ­
r a n do m  n u m b e r s  ' J '
U : i s  an o v e r a l l  e f f e c t  common t o  t he p a r t i c u l a r
I
f a c t o r  o r  p o l i c y  u n d e r  s t u d y  
T j  : i s  t h e  e f f e c t  o f  t h e  i t h  p o l i c y
S j  : i s  t h e  e f f e c t  due t o  t h e  j t h  p s e u d o - r a n d o m  n u mb e r
s e q u e n c e  ......... .
€ . j  i i s  a r a n d o m - e r r o r  co mp o ne n t
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I t  i s  assumed t h a t  s  £ p ,  a n d  i s  a n o r m al  v a r i a b l e  w i t h
E<# . = 0i j
i i '
j  * j '
T h e s e  a s s u m p t i o n s  i m p l y  t h a t  o b s e r v a t i o n s  C y . ^ J  f r o m  t he
same s e q u e n c e s  o f  p s e u d o - r a n d o m  n u m b e r s  a r e  c o r r e l a t e d  and 
f r o m  d i f f e r e n t  s e q u e n c e s  a r e  u n c o r r e l a t e d .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  
v a r i a n c e  o f  t h e  o b s e r v a t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  p o l i c y  ' i '  i s  
c o n s t a n t  a c r o s s  t h e  s e q u e n c e s .
T o  t e s t  H0 ! T j = T 2= •• • = T p u ° d e r  t h e  a b o v e  a s s u m p t i o n s  t h e  
f o l l o w i n g  p r o c e d u r e  i s  a p p l i e d :  f o r m  a < p - l ) x l  v e c t o r  of  
p a i r e d  d i f f e r e n c e s  w i t h i n  e a c h  p s e u d o - r a n d o m  s t r e a m ,  s a y ,
S - t i / < s - i >  - X > < X j  - * > '
be t h e  s a m p l e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  o f  t h e  j >• T h e n  i f  H0 i s
y 3 j  * y l j J “  l » 2 , . . . , s |.
L e t
X  -  < !/ •>  X j
i |
i i
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l • i
I
t r u e  t h e  q u a n t i t y
< s - p * l > s  X ' $ ~ ' XF ---------------------
(s-D(p-l)
i s  d i s t r i b u t e d  as F r , .  ■from an F d i s t r i b u t i o nLot; p — 1 1 s —p+ l j
< £ 1 0 3 ,  p .  3 2 1 ) .  T o  t e s t  w h e t h e r  H0 i s  t r u e ,  we c o mp ar e 
F 0w i t h  t h e  v a l u e  o f  F [#t;  p _ ^  s _ p+ „  . T h u s ,  i f
F  > F0 Coe ; p - 1 ,  s - p + 1 3
we c o n c l u d e  t h a t  H0 i s  f a l s e  w i t h  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  e r r o r  
of. I n  o t h e r  w o r d s  t h e  mean r e s p o n s e s  o f  t h e  p o l i c i e s  a r e  n o t  
a l l  e q u a l  a t  t h e  tat s i g n i f i c a n c e  l e v e l .  An a p p l i c a t i o n  o f  
t h i s  p r o c e d u r e  i n  an i n v e n t o r y  p r o b l e m  can be seen i n  
H e i k e s ,  e t  a l  [ 1 3 3 .
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f
4. 4> C o n t r o l  V a r i a b l e s
T h e  m et h o d  o f  C o n t r o l  V a r i a b l e s  ( 0 7 )  a t t e m p t s ,  
l i k e  CRN and A U , t o  t a k e  a d v a n t a g e  o f  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  
c e r t a i n  ra ndo m v a r i a b l e s  t o  o b t a i n  a v a r i a n c e  r e d u c t i o n .
R e g r e s s i o n  A n a l y s i s  £71 i s  t h e  b a s i c  s t a t i s t i c a l  m e t h o d  u s e d  
t o  d e v e l o p  t h i s  t e c h n i q u e .  L a v e n b e r g  te We lc h £233 s a i d  t h a t  
0 7  i s  o n e o f  t h e  m o s t  p r o m i s i n g  of  t h e  V R T ' s  t h a t  h a v e  been 
d e v e l o p e d .
T h e  p r o c e d u r e  t o  r e d u c e  t h e  v a r i a n c e  i n  0 7  i s  as 
f o l l o w s .  L e t  u be t h e  u nknown q u a n t i t y  t o be e s t i m a t e d  and 
l e t  Y  be an u n b i a s e d  e s t i m a t o r  o f  u ,  E < Y > = u ,  d e r i v e d  f r o m  a 
s i n g l e  s i m u l a t i o n .  A r a n do m  v a r i a b l e  C i s  a c o n t r o l  v a r i a b l e
I
f o r  Y i f  i t s  e x p e c t a t i o n ,  Mq , i s  known and i f  i t  i s  
c o r r e l a t e d  w i t h  Y .  T h e  c o n t r o l  v a r i a b l e  C can be u s e d  t o
i I i
c o n s t r u c t  an u n b i a s e d  e s t i m a t o r  f o r  u w h i c h  h a s  a s m a l l e r  
v a r i a n c e  t h a n  t h e  e s t i m a t o r  Y .  F o r  a n y  c o n s t a n t  b ,
I
Y< b> = Y  -  b< C -  u c > ................ < 4 . 3 )
i s  a l s o  an u n b i a s e d  e s t i m a t o r  o f  u ,  E ( Y ( b > >  =  u .  N o w
i I
V a r  <Y<b> ) -  V a r < Y >  -  2 b C o v < Y , C >  + b 2L»ar<C>
He nc e i f
2 b C o v ( Y , C >  > b 2V a r < C >
Y<b> has a s m a l l e r  v a r i a n c e  t h a n  Y .  T h e  v a l u e  o f  b w h i c h  
m i n i m i z e s  < 7 a r( Y <b ) >  i s  e a s i l y  shown t o  be
$ -  Cov< Y  , C> / V a r  < C>
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and t h e  r e s u l t i n g  v a r i a n c e
V a r ( Y <  b> > = (1 -  X V a r <Y>
w h e r e  p y(-> i s  t h e  c o r r e l a t i o n  c o e - f t  i c i e n t  be twe en Y  a n d  C.  
He nc e t h e  mor e  c o r r e l a t e d  C i s  w i t h  t h e  e s t i m a t o r ,  t h e  
g r e a t e r  t he  r e d u c t i o n  i n  v a r i a n c e .
T h e  m o d e l  i n  ( 4 . 3 )  c an  be e x t e n d e d  f o r  m o r e  than 
one c o n t r o l  v a r i a b l e .  L a v e n b e r g  and W e l ch  £ 2 3 ]  d e s c r i b e  t h i s
I |
c a s e  b y  t h e  f o l  l o w i n g  mod el  :
Y< b ,
•’ V Y  ♦ b , ( C l - u c l > ...............b q ( C q- « C q)
w h e r e  E ( C j ) = u Ci T o  f i n d  t h e  b ^ . ' s  w h i c h  m i n i m i z e  t h e  
,bq> t h e  t e c h n i q u e s  of  m u l t i p l e
r e g r e s s i o n  £ 7 ]  a r e  a p p l i e d .
When t h e  c o n t r o l  v a r i a b l e s  C .  a r e  g e n e r a t e d  f r o m  
t h e  same s i m u l a t i o n  as t h a t  f r o m  w h i c h  t he  e s t i m a t o r  Y  was 
o b t a i n e d ,  t h e n  t h e  C V ' s  a r e  c a l l e d  ' i n t e r n a l '  or  
' c o n c o m i t a n t '  v a r i a b l e s .  A p p l i c a t i o n s  o f  t h i s  t y p e  o f
v a r i a b l e  can be s e e n  i n  I g l e h a r t  he L e w i s  £ 1 7 ] ,  L a v e n b e r g ,
I
M o e l l e r  and S a v e r  £ 2 2 ] ,  a n d  W i l s o n  he P r i t s k e r  £ 3 7 ] .  When 
C j ' s  come f r o m  a s e c o n d  s i m u l a t i o n  u s i n g  t h e  same s e q u e n c e  
of  p s e u d o - r a n d o m  n u m b e r s  t h e  c o n t r o l  v a r i a b l e s  a r e  c a l l e d  
' e x t e r n a l ' ;  f o r  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e s e  t y p e s  o f  v a r i a b l e s  see
B u r t ,  G a v e r  he P e r  1 as £ 3 1 ,  G a v e r  &< S h e l d e r  £ 9 ] ,  and T a a f f e  he
I
Horn £ 3 2 ] .
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I4 . 5 )  C o n c l u s i o n s • ! (
A s  we sa w,  t h e  m e t h o d  of  a p p l y i n g  V R T  d e p e n d s  on 
t h e  a i m s  o f  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l .  F o r  e x a m p l e ,  i f  w e  want
-  t o  c o m p a r e  d i f f e r e n t  p o l i c i e s ,  we u se  CRN;
-  t o  e s t i m a t e  E < Y > , we u s e  AV
-  t o  e s t i m a t e  E<Y> by  t h e  r e l a t i o n s h i p  o f  c e r t a i n
I
v a r i a b l e s  r e l a t e d  t o  Y ,  then we u se  C V .
T h e r e f o r e ,  a f u l l  u n d e r s t a n d i n g  of  t h e  wa y  t h e  m od e l  w o r k s  
i s  r e q u i r e d  f o r  p r o p e r  use o f  V R T .  F o r  a c o m p l e x  m o d e l ,  i t  i s  
g e n e r a l l y  i m p o s s i b l e  t o  know b e f o r e h a n d  how g r e a t  a v a r i a n c e  
r e d u c t i o n  m i g h t  be r e a l i z e d ,  o r  w h e t h e r  o r  n o t  t h e  v a r i a n c e  
w i l l  b e  r e d u c e d  a t  a l l  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  s t r a i g h t f o r w a r d  
s i m u l a t i o n .  H o w e v e r ,  p r e l i m i n a r y  p i l o t  r u n s  c o u l d  b e  made 
< i f  a f f o r d a b l e )  t o  c o m p a r e  t h e  r e s u l t s  o f  s t r a i g h t f o r w a r d  
s i m u l a t i o n .  A n o t h e r  p o i n t  i s  t h a t  some *JRT t h e m s e l v e s  w i l l  
i n c r e a s e  c o m p u t i n g  c o s t ,  and t h i s  i n c r e a s e  mu s t  be  t r a d e d  
o f f  a g a i n s t  t h e  p o t e n t i a l  g a i n  i n  s t a t i s t i c a l  e f f i c i e n c y .
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V)  H e a l t h  C a r e  S i m u l a t i o n s
5 . 1 >  I n t r o d u c t i o n
• i
S i m u l a t i o n  h as been u s e d  i n  d i f f e r e n t  a r e a s  
( I n d u s t r y ,  G o v e r n m e n t ,  M i l i t a r y ,  E d u c a t i o n ,  T r a n s p o r t , . . )  t o  
d e s i g n ,  a n a l y z e  and e v a l u a t e  c o m p l e x  ma na g eme n t  s y s t e m s .  
B e c a u s e  h e a l t h  c a r e  i s  an a r e a  w i t h  a g r e a t  n umbe r  of  
i n t e r a c t i n g  c o m p l i c a t e d  s y s t e m s ,  s i m u l a t i o n  h a s  been 
e x t e n s i v e l y  a p p l i e d  i n  t h i s  a r e a .
H e a l t h  c a r e  i s  u n d e r s t o o d  t o  be a l l  t h o s e  s e r v i c e s  
( g o v e r n m e n t ,  p r i v a t e  and c o o p e r a t i v e )  p r o v i d e d  t o  t h e  
p o p u l a t i o n  t o  i m p r o v e  o r  m a i n t a i n  a go o d s t a n d a r d  i n  t h e i r  
l i v i n g  c o n d i t i o n s ,  s u c h  a s i  h o s p i t a l  and c l i n i c a l  s e r v i c e s ,  
m e d i c a l  r e s e a r c h ,  p r e v e n t i v e  m e d i c i n e  ( f a m i l y  p l a n n i n g ,  
s c r e e n i n g  p r o g r a m s ,  v a c c i n a t i o n s ,  n u t r i t i o n a l  o r i e n t a t i o n ,  
p s y c o l o g i c a l  t h e r a p y ,  c o m m u n i t y  w o r k ,  s p o r t s  a n d  r e c r e a t i o n  
p r o g r a m s , . . . ) ,  s o c i a l  s e c u r i t y  p r o g r a m s  ( u n e m p l o y m e n t  and 
c h i l d  b e n e f i t s ,  e l d e r l y  p e n s i o n s , . . ) ,  p r o v i s i o n s  of  s c h o o l s ,  
h o u s i n g  a n d  e m p l o y m e n t  w i t h  a d e q u a t e  s a l a r i e s ,  and 
c o n s t r u c t i o n  o f  g r e e n  a r e a s  C 9 3 .
. . . . . . . . . . .  i
H e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n s  h a v e c o n c e n t r a t e d  m a i n l y  
on s o l v i n g  p r o b l e m s  r e l a t e d  t o  a d m i s s i o n  c o n t r o l ,  e m e r g e n c y  
s e r v i c e s ,  a l l o c a t i o n  and u s e  o f  r e s o u r c e s  ( d o c t o r s ,  n u r s e s ,  
b e d s ,  h o s p i t a l  t h e a t r e s ,  a m b u l a n c e s )  w i t h  l i m i t e d  c o s t ,  
p l a n n i n g  new f a c i l i t i e s ,  d e v e l o p i n g  new m e t h o d s  of  
o r g a n i z a t i o n ,  a n d  i n  ma na ge me nt  t r a i n i n g  p r o g r a m m e s .
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One o f  t he  m ai n  p r o b l e m s  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  h e a l t h  
c a r e  s y s t e m s  i s  t h e  g r e a t  number  o-f d e c i s i o n - m a k e r s  t h a t  
h a v e t o  be  c o n s i d e r e d  < p a t i e n t s ,  d o c t o r s ,  a d m i n i s t r a t o r s ,  
n u r s e s ,  r a d i o l o g i s t s , . . ) ,  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  f a c t  t h a t  maybe 
n o t  a l l  o f  them have t h e  same o b j e c t i v e s  i n  m i n d .  F o r  
e x a m p l e ,  p a t i e n t s  wa n t  t o  r e c e i v e  t h e  b e s t  m e d i c a l  a t t e n t i o n  
w i t h  t h e  m i n i m u m  w a i t i n g  t i m e ,  b u t  d o c t o r s  c a n n o t  p r o v i d e
i <
i m m e d i a t e  a t t e n t i o n  b e c a u s e  u s u a l l y  h i s  r e s o u r c e s  a r e
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l i m i t e d ,  a nd t h e  a d m i n i s t r a t o r s  w a n t  t o  u se  t h e s e  r e s o u r c e s  
t o  t h e  f u l l  w i t h  t he  mi ni mu m c o s t .
When a c o m p l i c a t e d  s y s t e m  i s  s i m u l a t e d  t h e  
f o l l o w i n g  m e t h o d o l o g i c a l  s e t b a c k s  may a p p e a r :
-  d i f f i c u l t i e s  i n  d e f i n i n g  t h e  o b j e c t i v e s  o f  t h e  
s t u d y ,
-  d i f f i c u l t i e s  i n  d e f i n i n g  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l ,
-  l i m i t e d  b u d g e t  t o  r u n  t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m ,
-  the  ou tpu t  r e s u l t s  can be v e r y  d i f f i c u l t  
to  i n t e r p r e t ,
-  and the f i n a l  r e s u l t s  may have a l i m i t e d  
u s e .
T h e r e f o r e ,  a compromise has to  be made between the 
c o m p l e x i t y  of  the  model ,  the  computer  c a p a c i t y ,  how e a s i l y  
the s i m u l a t i o n  o u t p u t s  can be i n t e r p r e t e d ,  and the 
g e n e r a l i z a t i o n  of  the s i m u l a t i o n  r e s u l t s .
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D e s p i t e  t h e  d i f f i c u l t i e s  t h a t  c o u l d  be p r e s e n t e d  
b y  a s i m u l a t i o n  s t u d y ,  s i m u l a t i o n  h a s  be en i n c r e a s i n g l y  use d
i n  a v a r i e t y  o f  p r o b l e m s .  Wh at  h as p a r  t i c u r  1 a r  1 y  s t i m u l a t e d
.
t h e  i n t e r e s t  o f  h e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n s  i s  t h e  - fact  t h a t s
-  s i m u l a t i o n  m o d e l s  a r e  e a s y  t o  d e s c r i b e  t o  n o n ­
m o d e l i n g  d e c i s i o n  m a k e r s  w i t h o u t  r e s o r t i n g  t o  
t h e  c o m p l i c a t i o n  o f  a n a l y t i c a l  m o d e l s ,
-  i t s  v e r s a t i l i t y  - for t h e  t e s t i n g  o-f a l t e r n a t i v e  
p o l i c i e s  a s  an a i d  t o  d e c i s i o n  m a k i n g ,
-  a n d  i t s  v a l u e  a s  a p l a n n i n g  m e c h a n i s m  f o r  
e v a l u a t i o n  o f  c o m p l e x  d e l i v e r y  s y s t e m .
In  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n s  we r e v i e w  d i f f e r e n t  
a p p l i c a t i o n s  o f  s i m u l a t i o n  w i t h i n  t h e  a r e a  o f  h e a l t h  c a r e  t o  
d e s c r i b e  i n  m o r e  d e t a i l  w h a t  s o r t  o f  p r o b l e m s  h a s  been 
t a c k l e d  b y  t h e  s i m u l a t i o n  a n a l y s t s  a n d  t h e i r  e x p e r i e n c e s  t o  
i m p l e m e n t  t h e  s i m u l a t i o n  r e s u l t s .  We s t a r t  b y  d e s c r i b i n g  t h e  
p r e v i o u s  r e v i e w s  i n  t h i s  a r e a  ( s e c t i o n  5 . 2 )  a n d  t h e n  t h e  
r e c e n t  m o d e l s  p u b l i s h e d  b e t w e e n  1983 a nd m i d  1 9 8S .
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5 . 2 )  P r e v i o u s  R e v i e w
One o f  t h e  e a r l i e s t  p r o b l e m s  d e a l t  Mi th b y  
c o m p u t e r  s i m u l a t i o n  r e s e a r c h  w i t h i n  h e a l t h  c a r e  was B a i l e y ' s  
E r l a n g  T e l e p h o n e  model  o f  h o s p i t a l  a d m i s s i o n  i n  1954 C l ) .  
S i n c e  t h e n ,  an i n c r e a s i n g  number  o f  s i m u l a t i o n  m o d e l s  h av e 
been d e v e l o p e d  f o r  r e p r e s e n t i n g , a n a l y s i n g ,  a n d  e v a l u a t i n g  
s y s t e m s  w i t h i n  t h e  a r e a  o f  h e a l t h  c a r e .
T h r e e  l e a d i n g  p a p e r s  h a v e  been p u b l i s h e d  a b o u t  
h e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n s  R o b e r t s  & E n g l a n d  C 173 , T u n n i c l i f f e  
C213 a nd O a l i n s k y  C243 . T h e  m ai n  d i f f e r e n c e  i n  t h e s e  p a pe rs - ,  
a p a r t  f r o m  t h e  v o l u m e  o f  r e v i e w e d  r e f e r e n c e s ,  i s  t h e  way  t h e  
s i m u l a t i o n  model  a r e  c l a s s i f i e d .  F o r  e x a m p l e ,  V a l i n s k y  u s e s  
t h e  f o l l o w i n g  c a t e g o r i e s i
-  D e m a n d - o r i e n t e d  m o d e l s  ( i n t r o d u c t i o n  o f  p a t i e n t s  
t o  v a r i o u s  h e a l t h  c a r e  s e r v i c e s )
-  R e s o u r c e s - o r i e n t e d  m o d e l s  ( i n v o l v e d  a n c i l l a r y  
s e r v i c e s  h a v i n g  b o t h  d i r e c t  and i n d i r e c t  
p a t i e n t  c o n t a c t ,  as w e l l  a s  t h e  s i m u l a t i o n  of  
e m e r g e n c y  s e r v i c e s )
-  D e s i g n  o f  h e a l h  c a r e  f a c i l i t i e s
-  N a t i o n a l  & R e g i o n a l  s t a f f  and f a c i l i t y  p l a n n i n g
-  H e a l t h  C a r e  e d u c a t i o n
-  C o m m u n i c a b l e  d i s e a s e  c o n t r o l
F o r  e v e r y  o ne  o f  t h e  a b o v e  c a t e g o r i e s ,  a r e p r e s e n t a t i v e  
sample o f  h e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n  i s  s e l e c t e d  f o r  d e t a i l e d  
t r e a t m e n  t .
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T u n n i c l i f f e  C 2 1 J ,  - f i r s t l y ,  r a n k s  t h e  h e a l t h  c a r e  
p r o b l e m s  b y  t h e  number  o f  p e o p l e  c o v e r e d  b y  t h e  h e a l t h  c a r e
s e r v i c e s  a s f o l l o w s :
-  H e a l t h  c a r e  o f  p o p u l a t i o n
-  H e a l t h  c a r e  w i t h i n  p a r t i c u l a r  i n s t i t u t i o n
-  H e a l t h  c a r e  o f  an i n d i v i d u a l  p a t i e n t
T h e n ,  w i t h i n  t h e  a b o v e l e v e l s ,  t h e  f o l l o w i n g  c a t e g o r i z a t i o n  
i s  p r e s e n t e d :
P o p u l a t i o n  I n s t i t u t i o n /  P a t i e n t
F a c i 1i t y
i )  R e s o u r c e s  A> E m e r g e n c y  1) T e a c h i n g
n e e d e d c a r e  m o d e l s
i i >  C o s t  B) S i z e  o f  2> M e d i c a l
i m p l i c a t i o n f a c i l i t y  R e s e a r c h
O r g a n i z a t i o n
p r o v e n  t  i o n o f  r e s o u r c e s
a nd c o n t r o l  D> D e l e g a t i o n  o f
i v >  L o c a t i o n t a s k s
o f  s e r v i c e s  E> O r g a n i z a t i o n  o f  
p a t  i e n t s
F i n a l l y ,  r e p r e s e n t a t i v e  h e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n s  a r e  
d e s c r i b e d  w i t h i n  I n s t i t u t i o n / F a c i  I i t y  l e v e l .  A t  t h e  e n d  o f  
t h i s  p a p e r ,  t h e  a u t h o r  made a c l a s s i f i c a t i o n  o f  d i f f e r e n t  
h e a l t h  s e r v i c e s  w h i c h  c an  be u s e f u l  i n  f u r t h e r  h e a l t h  c a r e  
s i m u l a t i o n  r e v i e w s .
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In  R o b e r t s  it E n g l a n d  C17I  t h e  h e a l t h  c a r e  
s i m u l a t i o n s  a r e  d e s c r i b e d  b y  t h e  r e l e v a n t  p r o b l e m  i n  t h e  
■ f o l l o w i n g  w a y :  admi s s i  o n / s c h e d u  1 i ng , a p p o i n t m e n t s ,  f a c i l i t y  
s i z e / d e s i g n ,  m a t e r i a l  h a n d l i n g ,  manpower a v a i 1i b i 1 i t y , s t a f f  
s i z e ,  s t a f f  d u t i e s ,  c o s t ,  i n v e n t o r y ,  e q u i p m e n t ,  a nd 
t r a n s p o r t a t i o n  o r  l o g i s t i c s .  T h e  a u t h o r s  a l s o  show t h e  
h e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n s  b y  f i e l d ,  s i t e ,  c o m p u t e r  l a n g u a g e  
a n d  t y p e  o f  p u b l i c a t i o n .
T h e r e f o r e ,  we s e e  t h a t  t h e r e  i s  s t i l l  n o  u n i f o r m  
m e t h o d  o f  c l a s s i f y i n g  h e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n  m o d e l s .  I t  
w o u l d  be  b e n e f i c i a l  t o  s t a r t  t o  d e v e l o p  a u n i q u e  
c l a s s i f i c a t i o n  t h a t  can be  c o n t i n u o u l y  u p d a t e d  a n d  made 
a c c e s s i b l e  t o  a n y  one i n v o l v e d  i n  h e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n ;  
a c t u a l l y ,  most  o f  t h e  h e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n  m o d e l s  a r e  
s p r e a d  i n  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  J o u r n a l ,  su c h  a s ,  S t a t i s t i c a l ,  
O p e r a t i o n a l  R e s e a r c h ,  S i m u l a t i o n ,  E p i d e m i o l o g y ,  a n d  H e a l t h  
S e r v i c e s  J o u r n a l s .
T h e  r e c e n t  and m os t  e x t e n s i v e  r e v i e w  o f  h e a l t h  
c a r e  s i m u l a t i o n  i s  t h e  one made b y  R o b e r t s  and E n g l a n d  C 173.  
T h e  a u t h o r s  r e v i e w e d  427 r e f e r e n c e s  p u b l i s h e d  u n t i l  1988 and 
made a s t a t i s t i c a l  d e s c r i p t i o n  o f  t h e s e  p u b i c a t i o n s  ( s e e  
t a b l e  5 . 1 ) .  T h e y  f o u n d  t h a t  t h e  m a i n  p r o b l e m s  of  s t u d y  w e r e :  
f a c i l i t i e s  s i z e / d e s i g n  < 2 3 . 3 5 0 ,  s t a f f  d u t i e s  < 2 1 . 7 / 0 ,  
a d m i s s i o n s / s c h e d u 1 i n g  < 1 3 . X )  a n d  c o s t s  < i 0 . 7 / 0 .  I t  i s  
i m p o r t a n t  t o  n o t i c e  t h a t  t h e  s t u d y  o f  c o s t s  was n o t  t h e  m ai n  
t a r g e t  o f  s i m u l a t i o n ;  t h i s  r e s u l t  i s  c o n s i d e r e d  a s t h e  
p r i n c i p a l  d i f f e r e n c e  w i t h  o t h e r  a r e a s  o f  s i m u l a t i o n ,  
s p e c i a l l y  i n  i n d u s t r y .
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T h e  - f i e l d  o f  a p p l i c a t i o n  Mas d o m i n a t e d  b y  h o s p i t a l  
admi n i s t r a t i  on < 2 4 . 9'/.') , f o i l  owed b y  h e a l t h  s y s t e m  pi  ann i n g  
< 1 3 . 7 / 0  a n d  p r i m a r y  c a r e  < 1 0 . 7 / 0 .  T h e  r e c o m m e n d a t i o n  o f  t h e  
W o r l d  H e a l t h  O r g a n i z a t i o n  i n  i t s  p r o g r a m  " H e a l t h  f o r  A l l  b y  
t h e  y e a r  2 0 0 8 "  c o n s i d e r e d  p r i m a r y  c a r e  t o  be t h e  c r u c i a l  
p o i n t  t o  d e v e l o p  ( D e c l a r a t i o n  A l m a - A t a ,  [ 1 0 ] ,  p p .  2 1 - 2 2 > . 
T h e r e f o r e ,  i f  we w a n t  t o  be i n  l i n e  w i t h  t h e  i n t e r n a t i o n a l  
r e c o m m e n d a t i o n s  we s h o u l d  c o n c e n t r a t e  mor e o f  o u r  w o r k  i n  
t h i s  a r e a .
O t h e r  a r e a s  w h i c h  we c o n s i d e r  s h o u l d  be t a c k l e d  
w i t h  m o r e  e m p h a s i s  a r e  E p i d e m i o l o g y  and P u b l i c  h e a l t h  
b e c a u s e  o f  t h e  g r e a t  n umbe r  o f  p e o p l e  w h i c h  can be 
b e n e f i t e d .  I n  t h i s  a r e a  o n l y  SV. o f  p u b l i c a t i o n s  w e r e  
r e p o r t e d  <s e e  t a b l e  5 . 1 ) .  Among t h e  t r e a t e d  p r o b l e m s  w e r e :
-  S c r e e n i n g  p r o g r a m s  f o r  e a r l y  d e t e c t i o n  of  
h y p e r  t e n s i  o n ,
-  A l c o h o l i s m  t r e a t m e n t ,
-  Mental  h e a l t h ,
-  T u b e r c u l o s i s  p r e v a l e n c e ,
-  Community n a r c o t i c  c o n t r o l ,
-  P o p u l a t i o n  c o n t r o l  s t u d i e s ,
-  S c h i s t o s o m i a s i s  in E g y p t ,
-  R u b e l l a  e p i d e m i c ,
-  I n f l u e n z a  m o d e l ,
-  Y e l 1ow f e v e r ,
-  D i s a s t e r  p l a n n i n g  to  e v a l u a t e  co m m u n i ty 's  
a b i l i t y  to  cope w i t h  t h e  a f t e r  e f f e c t s  of 
n u c l e a r  a t t a c k s  or  any s o r t  of  n a t u r a l  or  man 
made d i s a s t e r .
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T h e  s i t e  o f  a p p l i c a t i o n s  was m a i n l y  i n  h o s p i t a l s  
< 5 3 . 0 / 0  , i n c l u d i n g  h o s p i t a l  o u t p a t i e n t s .  T h e  amount o f  
s i m u l a t i o n  w o r k s  i n  h o s p i t a l s  s h o w s  why t h e y  a r e  c o n s i d e r e d  
t h e  most  c o m p l e x  i n s t i t u t i o n s  i n  h e a l t h  c a r e  s y s t e m s .  M o s t  of  
t h e  h o s p i t a l  m o d e l s  w e r e  seen a s  a c o l l e c t i o n  o f  i n t e r a c t i v e  
q u e u e i n g  s y s t e m s  w h e r e  p a t i e n t s  a nd p e r s o n n e l  queue t o  
d ema nd h e a l t h  f a c i l i t i e s ,  and w e r e  s i m u l a t e d  m a i n l y  w i t h  t h e  
p u r p o s e  o f  f i n d i n g  t h e  m o s t  e f f i c i e n t  p o l i c y  f o r  m a n a g i n g  
t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  l i m i t e d  r e s o u r c e s .
O t h e r  r e s u l t s  w e r e  i n  t e r m s  o f  t h e  c o m p u t e r  
l a n g u a g e s ,  w h e r e  F o r t r a n  < 2 6 . 7 / 0  a nd 6PSS < 2 6 . 4 5 0  a r e  t h e  
l e a d i n g  o n e s ,  f o l l o w e d  b y  S I M S C R 1 P T  < 9 . 9 5 0  a nd DYNAMO 
< 9 . 2 5 0 .  D e s p i t e  t h e  d o m i n a n c e  o f  s p e c i a l  p u r p o s e  s i m u l a t i o n  
l a n g u a g e s  o v e r  t h e  g e n e r a l  p u r p o s e  l a n g u a g e s ,  t h e  a u t h o r s  
s h o w  t h a t  a f t e r  1975 t h e r e  h as be e n a b a l a n c e  be tween t h e s e  
t y p e s  o f  l a n g u a g e s ,  w h e r e  F o r t r a n  and GPSS c o n t i n u e d  t o  be 
t h e  mos t  f r e q u e n t l y  u s e d  l a n g u a g e s .  We c o n s i d e r  t h a t  t h e  
p r e f e r e n c e  t o  u s e  one o r  o t h e r  l a n g u a g e  d e p e n d s  b a s i c a l l y  on 
t h e  s o f t w a r e  a v a i l a b l e ,  h o w e a s y  t h e  l a n g u a g e  i s  t o  be 
l e a r n e d ,  a nd how e a s i l y  i t  can b e  a d a p t e d  t o  t h e  p a r t i c u l a r  
n e e d s  o f  t h e  s i m u l a t i o n  e x p e r i m e n t .
T h e  m a i n  t y p e  o f  p u b l i c a t i o n s  u s e d  f o r  h e a l t h  c a r e  
s i m u l a t i o n s  w e r e  i n  h e a l t h  c a r e  J o u r n a l s  < 2 2 . 7 5 0 ,  c o n f e r e n c e  
p r o c e e d i n g s  < 18.250 and m e t h o d  j o u r n a l s  < 1 7 . 3 ) .  An 
i n t e r e s t i n g  r e s u l t  f r o m  t h i s  c l a s s i f i c a t i o n  wa s t h a t  a g r e a t  
n u mb e r  o f  p a p e r s  w e r e  u n p u b l i s h e d  < 2 8 . 1 5 0 ,  w h i c h '  we c o n s i d e r  
i s  s i g n i f i c a n t  i n f o r m a t i o n  l o s t  t h a t  c o u l d  be u s e f u l  i n  
f u t u r e  r e s e a r c h .
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T a b i  e 5 . 1
R e s u l t s  p r e s e n t e d  b y  R o b e r t s E n g l a n d  C 173 f r o m
4 2 7  p u b l i c a t i o n s  o f  h e a l t h  c a r e > s i m u l a t i o n s  made u n t i l
1980 b y  p r o b l e m ,  s i t e , f i e l d , l a n g u a g e  a nd p u b l i c a t i o n .
Pp o b i  em X F i e l d X
1> F a c i l i t y  s i z e / d e s i g n 2 3 . 3 1> H o s p i t a l  a d m i n i s t r a t i o n 2 4 . 9
2> S t a f f  s i z e 2 1 . 7 2) H e a l t h  s y s t e m s  p l a n n i n g 1 3 . 7
3) A d m i s s i o n s / s c h e d u 1 i n g 1 3 . 0 3) P r i m a r y  c a r e 1 0 . 7
4) C o s t 1 0 . 7 4) E m e r g e n c y  c a r e 7 . 2
5> S t a f f  d u t i e s 8 . 8 5) E d u c a t i o n 4 . 2
6) A p p o i n t m e n t s 7 . 0 6) E p i  d e m i o l o g y / P u b l i c  h e a l t h  5 . 1
7> M a np ow e r  a v a i l a b i l i t y 5 . 8 7> R ad i  o l o g y 4 . 4
8) O t h e r s 1 0 . 0 8) Den t i s t r y 4 . 2
9) S u r g e r y / R e c o v e r y 3 . 8
10) B l o o d  b a n k s 3 . 3
1 1) O t h e r s 1 4 . 5
Si  t e X X
li) H o s p i  t a l s 4 4 . 0 1> F o r t r a n 2 4 . 7
2) R e g i o n a l / N a t  i on a 1 1 3 . 0 2)  6 PSS 2 4 . 4
3) S o l o  a n d  g r o u p  p r a c t i c e  1 1 . 5 3)  S I M S C R I P T 9 . 9
4) Communi t y 9 . 2 4> DYNAMO 9 . 2
3) H o s p i t a l  o u t p a t i e n t 8 . 5 5> N o t  s p e c i f i e d 5 .  1
6) O t h e r s 1 3 . 8 6> O t h e r s 2 2 . 7
P u b l i c a t i o n X
1> H e a l t h  c a r e  j o u r n a l 2 2 . 7
2) C o n f e r e n c e  P r o c e e d i n g s 1 8 . 2
3) M e t h o d  j o u r n a l 1 7 . 3 •
4> U n p u b l i s h e d  p a p e r s 2 8 .  1
3> O t h e r s 1 3 . 7
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T h e  m a i n  c o n c l u s i o n s  p r e s e n t e d  b y  R o b e r t  it E n g l a n d  
t 171 c o n c e r n i n g  t h e  - f u t u r e  o-f s i m u l a t i o n  i n  h e a l t h  c a r e  w e r e  
a s -f o l  1 ows :
1) S i m u l a t i o n  w i l l  become i n s t i t u t i o n a l i z e d  i n  
h o s p i t a l s  a n d  u s e d  r o u t i n e l y  a s  a m e a n s  of 
o p e r a t i o n a l  a n a l y s i s .
2)  S i m u l a t i o n  w i l l  be d e p e n d e d  upon i n c r e a s i n g l y  
as a means o-f h e a l t h  p l a n n i n g .
3> By e x p a n d i n g  a n d  e x t e n d i n g  s i m u l a t i o n  t o  a 
b r o a d e r  r a n g e  o-f p r o b l e m s  i n  h e a l t h  c a r e ,  
s i m u l a t i o n  w i l l  become a more a c c e p t e d  
m e t h o d o l o g y  - for  p r o b l e m  s o l v i n g .
4)  S i m u l a t i o n  i n  h e a l t h  c a r e  w i l l  f o l l o w
a p p l i c a t i o n s  e l s e w h e r e  b y  b e i n g  u s e d  mor e  
f r e q u e n t l y  w i t h  a n a l y t i c a l  m e t h o d s  a n d  be 
e x a m i n e d  m o r e  t h o r o u g h l y  b y  s t a t i s t i c a l  
a n a l y s i s  o f  o u t p u t .
V a l i n s k y  C 241 p r e s e n t s  h i s  c o n c l u s i o n s  i n  t e r m s  o f  t h e  
p r o b l e m s  f a c e d  b y  t h e  h e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n  r e s e a r c h e r s  i n  
t h e  s i m u l a t i o n  p r o c e s s  a s  f o l l o w s !
i> U n d e r s t a n d i n g  t h e s y s t e m . -  O n l y  a f e w  o f  t h e  
ma ny  s i m u l a t i o n  s t u d i e s  y i e l d  e v i d e n c e  of  
h a v i n g  h ad c l o s e  c o o p e r a t i o n  b e t w e e n  t h e  
r e s e a r c h e r s  a n d  d e c i s i o n - m a k e r s ,  t h e r e f o r e ,  
t h e r e  w e r e  d i f f i c u l t i e s  i n  u n d e r s t a n d i n g  t h e  
s y s t e m .
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i » >  C h o i c e  o f  r e l e v a n t  v a r i a b l e s . -  T h e r e  w e r e
n o  r u l e s  g o v e r n i n g  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  w h a t  
a n d  how ma ny  v a r i a b l e s  a r e  t o  be  i n c l u d e d ;  
t h u s  t h e  f o r m u l a t i n g  p r o c e s s  may be r e g a r d e d  
a s  much a s  an a r t  a s  a s c i e n c e ,  
i i i )  D e s i o n  o f  c o m p u t e r  p r o g r a m . -  A l t h o u g h  many 
c o m p u t e r  l a n g u a g e s  a r e  a v a i l a b l e  t o  meet  a 
v a r i e t y  o f  p r o g r a m  n e e d s ,  t h e  c h o i c e  o f  a
s p e c i f i c  l a n g u a g e  t o  e x p r e s s  t h e  s i m u l a t i o n  
m o d e l  was f r e q u e n t l y  d e t e r m i n e d  b y  w h a t  
l a n g u a g e s  t h e  a n a l y s t  Knows a nd i s  most  
c o m f o r t a b l e  w i t h .
iv> Gfi l h y r j n g » d e gtiiM .g i n f  g r ma t i on . -  I t  wa s f o u n d
t h a t  many i n v e s t i g a t o r s  w e r e  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  
t i m e ,  c o s t  a n d  d i f f i c u l t y  i n v o l v e d  i n  
o b t a i n i n g  a c c u r a t e  a n d  s u f f i c i e n t  d a t a ,  
v )  I m p l e m e n t a t i o n  p r o b l e m . -  D e s p i t e  t h e  i n c r e a s i n g  
n u m b e r  o f  p u b l i c a t i o n s ,  t h e r e  w a s  o n l y  a 
m i n i m a l  a c c e p t a n c e  a n d  u s e  made o f  t h e  
s i m u l a t i o n  r e s u l t s .
Me c o n s i d e r  t h a t  t h e  m o s t  c r i t i c a l  p r o b l e m  t o  
o v e r c o m e  i n  h e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n s  i s  t h e  o n e  of  
i m p l e m e n t a t i o n .  T h i s  i s  b e c a u s e ,  d e s p i t e  t h e  f a c t  t h a t  
s i m u l a t i o n  a n a l y s t s  c o u l d  p r o v i d e  t e c h n i c a l  s u p p o r t  i n  t h e  
management p r o c e s s ,  t h e  f i n a l  d e c i s i o n s  a r e  n o t  t a k e n  b y  
them.  M h a t ' s  r e q u i r e d  i s  g r e a t e r  c o l l a b o r a t i o n  b e t w e e n  
a n a l y s t s  and d e c i s i o n  m a k e r s .
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T u n n i c l i f f e  C 2 2 1 ,  -from h i s  r e v i e w  o f  288 h e a l t h  
c a r e  s i m u l a t i o n s ,  w h e r e  he f o u n d  t h a t  o n l y  16 o f  t he m w e r e 
i m p l e m e n t e d ,  made t h e  f o l l o w i n g  r e c o m m e n d a t i o n s  f o r  a 
s u c c e s s f u l  i m p l e m e n t a t i o n !
-  E d u c a t i o n  o f  h e a l t h  s e r v i c e  p e r s o n n e l  i n  t he w a y  
t h e i r  s y s t e m  w o r k s ,  e n c o u r a g i n g  them t o  t a k e  a 
b r o a d e r  v i e w  o f  h e a l t h  c a r e  and m a k i n g  them 
a w a r e  o f  O . R .  t e c h n i q u e s  a v a i l a b l e  t o  them
-  T a c k l i n g  t h e  p r o b l e m s  w h i c h  h a v e  be e n 
c a r e f u l l y  s e l e c t e d  so t h a t  i m p l e m e n t a t i o n  i s  
m o s t  l i k e l y  t o  f o l l o w .
I n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n  we d e s c r i b e  i n  m o r e  
d e t a i l  t h e  l a t e s t  p u b l i c a t i o n s  o f  h e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n  
< 1 9 8 3  t o  m i d  1985> i n  o r d e r  t h a t  we c a n  see w h a t  h a v e  been 
t h e  r e c e n t  e x p e r i e n c e s  i n  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  
s i m u l a t i o n  r e s u l t s .
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5 . 3 )  R e c e n t  P u b l i c a t i o n s
5 . 3 . 1 )  I n t r o d u c t i o n
I n  t h i s  s e c t i o n ,  we d e s c r i b e  t h e  r e c e n t  w o r k s  i n  
t h e  a r e a  o f  h e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n s  f o u n d  i n  25 d i f f e r e n t  
p e r i o d i c a l  j o u r n a l s  r e l a t e d  t o  e p i d e m i o l o g y ,  p u b l i c h  h e a l t h ,  
h e a l t h  s e r v i c e s ,  m e d i c i n e ,  s t a t i s t i c s ,  o p e r a t i o n a l  r e s e a r c h  
and s i m u l a t i o n ,  p u b l i s h e d  f r o m  1983 t o  m i d  1985 a nd 
a v a i l a b l e  i n  E n g l i s h  l i b r a r i e s .  T h e  p u b l i c a t i o n s  f o u n d  a r e  
c l a s s i f i e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  p r o b l e m  t a c k l e d .
5 . 3 . 2 )  P u b l i c a t i o n s
-  B e d  Usage -
One o f  t h e  most  i m p o r t a n t  r e s o u r c e s  i n  a h o s p i t a l  
a r e  b e d s .  T h e  r e a s o n  i s  t h a t  most  of  t h e  r e s o u r c e s  i n  t h e  
h o s p i t a l  ( d o c t o r s ,  n u r s e s ,  l a b o r a t o r y  t e c h n i c i a n s ,  
a d m i n i s t r a t o r s ,  o p e r a t i n g  t h e a t r e s ,  b l o o d  b a n k s ,  c o o k s ,  
c l e a n e r s , . . )  h a v e  t o  be a v a i l a b l e  f o r  t h e  b ed o c c u p a n c y .  
T h e r e f o r e ,  bed p l a n n i n g  i s  a d i f f i c u l t  t a s k  b e c a u s e  of  t h e  
g r e a t  nu mbe r o f  d e c i s i o n - m a k e r s  t h a t  n e e d  t o  be c o n s i d e r e d .  
H o w e v e r ,  s i m u l a t i o n  h as been shown t o  be a  u s e f u l  t o o l  f o r  
t h i s  s o r t  o f  p l a n n i n g .
One o f  t h e  h e a l t h  s i m u l a t i o n  a n a l y s t s  d e a l i n g  w i t h  
bed p l a n n i n g  i s  D uma s <141 tc C 5 I ) .  He s i m u l a t e s  a m o d e l ,  
w r i t t e n  i n  S I M S C R I P T  I I . 5 ,  t h a t  r e p r e s e n t s  t he  e f f e c t  of  
d i f f e r e n t  b e d  a l l o c a t i o n s  i n  a New Y o r k  h o s p i t a l * .  T h i s  
h o s p i t a l  r o u t i n e l y  u s e s  t h r e e  r e l a t e d  m e a s u r e s  o f  
e f f e c t i v e n e s s  i n  a s s e s i n g  b e d  u t i l i z a t i o n !  p a t i e n t  d a y s ,
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a v e r a g e  d a i l y  c e n s u s ,  a nd p e r c e n t  o c c u p a n c y .  D u r i n g  t h e  
s i m u l a t i o n  p r o c e s s  a new m e a s u r e  w a s - f ou nd,  t h e  m i s p l a c e d  
p a t i e n t s  ( p a t i e n t s  w h i c h  a r e  n o t  a l l o c a t e d  t o  t h e  r i g h t  b e d ,  
i n  t e r m s  o-f t h e i r  se x  and m e d i c a l  n e e d s )  . U s i n g  t h i s  m e a s u r e  
a new b e d  c o n - f i g u r a t i o n  w a s  p r o d u c e d  i n  t h e  h o s p i t a l ,  
i n v o l v i n g  s u b s t a n t i a l  r e a l l o c a t i o n  o f  b e d s  among t h e  
e x i s t i n g  s e r v i c e s .  I n  t h i s  s i m u l a t i o n  w o r k  a c l o s e  
p a r t i c i p a t i o n  i s  m e n t i o n e d  w i t h  t h e  h o s p i t a l  p e r s o n n e l  s i n c e  
t h e  s t a r t  o f  t h e  s i m u l a t i o n .
-  E m e r g e n c y  S e r v i c e s  -
|
A n o t h e r  i m p o r t a n t  a r e a  w i t h i n  t h e  h e a l t h  c a r e  i s  
t h e  e m e r g e n c y  s y s t e m .  A c r i t i c a l  c o m p o n e n t  o f  t h i s  s y s t e m  i s  
a r e s p o n s i v e  and w e l l - m a n a g e d  a m b u l a n c e  s e r v i c e .  U y e n o  & 
S e e b e r g  C 23 3 c o n s t r u c t  a s i m u l a t i o n  m o d e l ,  w r i t t e n  i n  GPSS 
V ,  t o  b a l a n c e  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h i s  s e r v i c e  i n  an a r e a  o f  
937 s q u a r e  m i l e s  i n  V a n c o u v e r ,  C a n a d a .  T h e i r  o b j e c t i v e  wa s 
t o  d e t e r m i n e  t h e  b e s t  p l a c e  t o  l o c a t e  s i x  a m b u l a n c e s  -  two 
p a r a m e d i c  ( n o t  h a n d l i n g  t r a n s f e r  c a l l s )  a nd f o u r  r e g u l a r s -  
t o  p r o d u c e  t h e  mi n i m um  r e s p o n s e  t i m e  f o r  t h e  f o l l o w i n g  t y p e s  
o f  c a l  1 s t  p a r a m e d i c ,  e m e r g e n c y ,  r e g u l a r  a n d  t r a n s f e r .  Prom 
t he  s i m u l a t i o n  r e s u l t s  f o u r  s t r a t e g i c  p o i n t s  w e r e  f o u n d  w i t h  
mi ni mum r e s p o n s e  t i m e ;  t h r e e  a m b u l a n c e s  w e r e  a l l o c a t e d  t o  
t he  m o s t  h e a v i l y  c o n g e s t e d  p o i n t ,  a n d  one  a m b u l a n c e  e a c h  t o  
t he r e s t  o f  t h e  p o i n t s .  When t h e s e  r e s u l t s  w e r e  i m p l e m e n t e d ,  
t he h o s p i t a l  m a n a g e r  f o u n d  t h a t  e v e n  w i t h  a s u b s t a n t i a l  
i n c r e a s e  i n  demand i n  t h e  o r d e r  o f  40X t o  5 6 X ,  t h e  s y s t e m  
w o u l d  be  a b l e  t o  h a n d l e  t h e  demand w i t h o u t  d e t e r i o r a t i o n  i n  
» • r v i c e .  T h i s  p a p e r  a l s o  m e n t i o n s  g o o d  c o o p e r a t i o n  w i t h  t h e
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management  p e r s o n n e l  i n  t h e  w h o l e  s i m u l a t i o n  p r o c e s s .
A n o t h e r  p a p e r  w h i c h  i s  r e l a t e d  t o  t h e  h o s p i t a l  
e m e r g e n c y  d e p a r t m e n t  i s  t h e  one p r e s e n t e d  b y  C a r r o l l  a nd O i -  
Lu ( 2 3 .  T h e  a u t h o r s  s i m u l a t e  t he  t o t a l  s e r v i c e  t i m e  i n  an 
e m e r g e n c y  d e p a r t m e n t  g e n e r a t e d  by t h r e e  t y p e s  o f  p a t i e n t s  
( c r i t i c a l , u r g e n t ,  and o t h e r s )  i n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  u n d e r  
■four d i f f e r e n t  c o n d i t i o n s  w h a t  p e r s o n n e l  w o u l d  be r e q u i r e d  
i n  t h e  d e p a r t m e n t  i n  t h r e e  d i f f e r e n t  t i m e  s c h e d u l e s  ( 7 : 0 0 -  
1 5 : 0 6 ,  1 5 : 0 0 —2 3 : 0 0 ,  2 3 : 0 0 —7 : 0 0 ) .  U s i n g  a r e g r e s s i o n
e q u a t i o n ,  t h e  t o t a l  s e r v i c e  p e r  t y p e  of  p a t i e n t  i s  p r e d i c t e d  
b y  a g e ,  a r r i v a l  t i m e ,  h o s p i t a l i z a t i o n ,  and u s e  of  
h a e m a t o l o g y ,  m i c r o b i o l o g y  a n d  X - r a y  d e p a r t m e n t s .  T h e  
s i m u l a t i o n  model  was w r i t t e n  i n  GPSS and t h e  o u t p u t s  w e r e  
a n a l y z e d  w i t h  t h e  s t a t i s t i c a l  p a c k a g e  S P S S.  O n e  of  t h e  
s i m u l a t i o n  r e s u l t s  show t h a t  t o  c o p e  w i t h  a f i f t y  p e r c e n t  
s e r v i c e  e x t e n s i o n  i n  t h e  d e p a r t m e n t ,  a n o t h e r  e x a m i n a t i o n  
room w o u l d  be r e q u i r e d ,  t h e  number o f  n u r s e s  s h o u l d  be 
i n c r e a s e d  b y  5 0X  i n  t h e  p e a k  h o u r s  < 7 - 2 3  h r s ) , and no 
i n c r e m e n t  i n  d o c t o r s  w o u l d  b e  n e e d e d .  T h e  c o n s i s t e n c y  o f  
t h i s  s i m u l a t i o n  r e s u l t  w i l l  depend on how v a l i d  t h e  
r e g r e s s i o n  mod el  i s  u n d e r  d i f f e r e n t  c o n d i t i o n s .
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-  S c h e d u l i n g  S u r g i c a l  S u i t e  -
A s u r g i c a l  s u i t e  c o n s i s t s  o f  a s e t  o f  r oom s 
e q u i p p e d  t o  h a n d l e  many t y p e s  o f  s u r g e r y ,  s u c h  ass 
o r t h o p a e d i c ,  o p h t h a m o l o g y , c a r d i o l o g y ,  and c o s m e t i c  s u r g e r y .  
T h e  r o o m s  a r e  b o o k e d  i n  a d v a n c e  and n o t  a l l  h a v e  t h e  same 
e q u i p m e n t .  O ne o f  t h e  p r o b l e m s  f o r  s c h e d u l i n g  t h e s e  s o r t s  o f  
r oom s i s  t h e i r  l o w  o c c u p a n c y  r a t e  w h i c h  i s  m a i n l y  a t t r i b u t e d  
t o  t h e  v a r i a b i l i t y  i n  t h e  s u r g e r y  t i m e .
J o n e s ,  S a h n e y  and K u t u g l u  C 13]  d e s i g n  an 
i n t e r a c t i v e  m o d e l ,  w r i t t e n  i n  S l a m  I I ,  t o  t a c k l e  t h e  a b o v e  ' 
p r o b l e m  i n  a s u r g i c a l  s u i t e  w i t h  8 r o o m s  t o  h a n d l e  12 t y p e s  
o f  s u r g e r y .  F i v e  p o l i c i e s  w e r e  s i m u l a t e d  and t h e  m a i n  
r e s u l t s  show t h a t  a 9V/. o c c u p a n c y  i s  a  p l a u s i b l e  g o a l  , w h i c h  
we c o n s i d e r  a s u b s t a n t i a l  g a i n  a f t e r  t h e  a u t h o r s  h a v e  
r e p o r t e d  an a v e r a g e  o f  69'/. i n  t h e  m o d e r n  h o s p i t a l s .  T h e  
q u e s t i o n  i s  t o  s e e  w h e t h e r  t h i s  s i m u l a t i o n  r e s u l t  c a n  be 
e x t e n d e d  t o  a n y  s u r g i c a l  s u i t e  w i t h  m i n i m u m  m o d i f i c a t i o n s  
o r ,  c a n  i t  o n l y  be u s e d  i n  t h i s  p a r t i c u l a r  s u r g i c a l  u n i t .
-  A l l o c a t i o n  o f  Human R e s o u r c e s  -
S i m u l a t i o n  h a s  a l s o  been u s e d  i n  t h e  a l l o c a t i o n  o f  
human r e s o u r c e s .  One o f  t h e  p a p e r s  r e l e v a n t  t o  t h i s  a r e a  i s  
t h e  o n e b y  N e l s o n  tc R a v i n d r a  C I S ) .  T h e y  s i m u l a t e  a q u e u e i n g  
m o d e l ,  w r i t t e n  i n  SLAM,  t o  e v a l u a t e  d i f f e r e n t  s t a f f i n g  
c o n f i g u r a t i o n s  i n  a s c r e e n i n g  p r o g r a m  t o  m i n i m i z e  t h e  s i z e  
of  t h e  s t a f f  w h i l e  s t i l l  m e e t i n g  t h e  g u i d e l i n e s  f o r  t h e  
t a s k s  a s s i g n m e n t s .  T h e  o b j e c t i v e  o f  t h e  s c r e e n i n g  p r o g r a m  w a s 
t o  r e d u c e  t h e  r i s k  o f  c a r d i o v a s c u l a r  d i s e a s e  among U n i t e d
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S t a t e s  A i r  F o r c e s  p e r s o n n e l .  T o  show a p i c t o r i a l  
r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  s i m u l a t i o n  r e s u l t s ,  t h e  c o m p u t e r  
l a n g u a g e s  GANS ( G r a p h i c a l  A n a l y s i s  o-f N e t w o r k  S t r u c t u r e )  wa s 
u s e d .  T h e  s i m u l a t i o n  r e s u l t s  d e m o n s t r a t e d  t h a t  t h e  m e d i c a l  
t e c h n i c i a n s  i n v o l v e d  i n  t h e  s c r e e n i n g  p r o g r a m  s h o u l d  w o r k  i n  
p a r a l l e l  r a t h e r  t ha n i n  s e r i e s  ( s e e  s e c t i o n  6 . 7 ) .  T h i s  
p a p e r  d o e s  n o t  s t a t e d  how s u c c e s s f u l  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  of  
t h i s  r e c o m e n d a t i o n  w a s .
-  A n c i l l a r y  W o r k l o a d s  -
Once a p a t i e n t  h as been h o s p i t a l i z e d  s e v e r a l  
s e r v i c e s  f r o m  d i f f e r e n t  d e p a r t m e n t s  w i l l  be n e e d e d  f o r  h i s  
t r e a t m e n t .  Some o f  t h e s e  d e p a r t m e n t  a r e s
Bac t e r  i  o l  o g y / t i i  c r o b i  o l  o g y  L a b ,  B i o c h e m i s t r y  L a b ,  I m m u n o l o g y  
L a b ,  H a e m a t o l o g y  L a b ,  N u c l e a r  M e d i c i n e ,  R a d i o l o g y ,  P h y s i c a l  
T h e r a p y ,  B l o o d  B a n k .  A l t  t h e  s e r v i c e s  p r o d u c e d  b y  t h e s e  
d e p a r t m e n t s  a r e  i d e n t i f i e d  a s  t h e  A n c i l l a r y  W o r k l o a d s .
T h e  demand f o r  a n c i l l a r y  w o r k l o a d s  i s  a l s o  a v e r y  
i m p o r t a n t  c h a r a c t e r i s t i c  i n  h o s p i t a l  p l a n n i n g .  H a n c o c k  and 
W a l t e r  t i l l  p r e s e n t  a s i m u l a t i o n  model  t o  d e t e r m i n e  t h e  
n u m b e r  o f  p r o c e d u r e s  t h a t  w o u l d  be p e r f o r m e d  i n  n i n e t e e n  
a n c i l l a r y  d e p a r t m e n t s  on a d a y  o f  t h e  week b a s i s  f o r  t h e  
y e a r  1990 b a s e d  on i n f o r m a t i o n  o f  1 9 7 6 . .  T h e  a u t h o r s  a ss ume d 
t h a t  t h e  l e n g t h  o f  s t a y  ( L O S )  w i l l  be l e s s  t h a n  i n  19 76 ,  a nd 
t h a t  t h e  nu mbe r o f  s e r v i c e s  r e q u i r e d  p e r  p a t i e n t  w i l l  be t h e  
same.  T o  s i m u l a t e  t h e  demand f o r  t h e  a n c i l l a r y  s e r v i c e s ,  t h e  
A d m i s s i o n  S c h e d u l i n g  a n d  C o n t r o l  S y s t e m  S i m u l a t o r  ( A S C S S )  
was u s e d .  T h e  model  t h a t  d e t e r m i n e s  t h e  f l o w  i n t o ,  o u t  o f  ,
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and b e t w e e n  ea ch  s e r v i c e  was w r i t t e n  i n  P L / 1 and a s s e m b l y  
l a n g u a g e .  T h e  s i m u l a t i o n  r e s u l t s  d e m o n s t r a t e d  t h a t  i f  i t  i s  
r e q u i r e d  t h a t  LOS b e  r e d u c e d ,  t h e  same i n t e n s i v e  s e r v i c e s  
p r o v i d e d  d u r i n g  t h e  week ( M o n d a y - F r  i d a y )  h a v e  t o  be a l s o  -for 
t h e  t h e  w e e k e n d s ,  w h i c h  -for t h i s  p a r t i c u l a r  s i m u l a t i o n  meant  
t h a t  t h e  s t a f f  i n  w e e k e n d s  s h o u l d  be n e a r l y  75'/. of  t h e  s t a f f  
d u r i n g  t h e  w e e k .  T h e  q u e s t i o n  i s  t o  - f i n d  h o w  s i m i l a r  w i l l  
t h e  c o n d i t i o n s  i n  t h e  h o s p i t a l  be  i n  1998 i n  r e l a t i o n  t o  
1976 t o  v a l i d a t e  t h i s  s i m u l a t i o n  r e s u l t s .
-  M e d i c a l  T r e a t m e n t  -
S i m u l a t i o n  a l s o  h a s  bee n u se- ful  i n  t h e  a n a l y s i s  o-f 
m e d i c a l  c a r e  d e c i s i o n s .  T h e  s i m u l a t i o n  l a n g u a g e ,  w r i t t e n  i n  
F o r t r a n  SLN ( S i m u l a t i o n  o-f L o g i c a l  N e t w o r k s )  was d e s i g n e d  
s p e c i a l l y  t o  f a c i l i t a t e  t h e  m o d e l l i n g  o f  t h e s e  d e c i s i o n s .
R o b e r t s  a n d  K l e i n  C 183 d e s c r i b e  t h e  a p p l i c a t i o n s  
o f  SLN i n  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  a c t u a l  t h e r a p e u t i c  p r o t o c o l s  
f o r  E n d - S t a g e - R e n a l  d i s e a s e ,  C h r o n i c  S t a b l e  A n g i n a ,  Renal  
A r t e r y  S t e n o s i s ,  H y p e r t e n s i o n ,  and H y p e r c h o l e s t e r o l o m i a . T h e  
a u t h o r s ,  b a s e d  on t h e  s i m u l a t i o n  r e s u l t s ,  m e n t i o n  s e v e r a l  
r e c o m m e n d a t i o n s  f o r  t h e  t r e a t m e n t  o f  e a ch  d i s e a s e ,  i n  t e r m s  
of  s u r v i v a l  a nd c o s t  b e n e f i t s ,  b u t  do n o t  s a y  w ha t  h a s  been 
t h e  i m p a c t  o f  t h e s e  r e c o m m e n d a t i o n s .
i
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IA n o t h e r  s i m u l a t i o n  m o d e l ,  w r i t t e n  i n  P a s c a l ,  u s e d  
t o  d e t e r m i n e  t h e  b e s t  m e d i c a l  t r e a t m e n t  i n  t e r m s  of  
r e s o u r c e s  e f f e c t  was d e s i g n e d  b y  D a v i s  C 3 I  -for t h e  Wessex 
R e n al  U n i t  i n  E n g l a n d .  P a t i e n t s  w i t h  k i d n e y  f a i l u r e  can 
r e c e i v e  o n e o f  t h e  - f o l l o w i n g  l o n g - t e r m  t r e a t m e n t s :
-  H a e m o d i a l y s i s ,
-  T r a n s p l a n t  S u r g e r y ,
-  C o n t i n u o u s  A m b u l a t o r y  P e r i t o n e a l  D i a l y s i s  
(  CAPD> .
P a t i e n t s  s t a r t  t h e i r  t r e a t m e n t  w i t h  e i t h e r  H a e m o d i a l y s i s  o r  
C A PO .  T h e  a u t h o r  c o m p a r e s  t h e  r e s o u r c e s  e f f e c t  wh en p a t i e n t ' s  
s t a r t  w i t h  C APD  ( p o l i c y  A )  i n s t e a d  o f  H a e m o d i a l y s i s  ( p o l i c y  B > . 
He shows t h a t  t h e  p o l i c i e s  a r e  d i f f e r e n t  i n  t e r m s  o f  
d i a l y s i s  m a c h i n e  u s a g e  ( p o l i c y  B h i g h e r )  b u t  n o t  d i f f e r e n c e s  
i n  b ed o c c u p a n c y .  I t  w o u l d  be i n t e r e s t i n g  t o  c o m b i n e  t h e s e  
s i m u l a t i o n  r e s u l t s  w i t h  t h e  b e n e f i t s  t h a t  t h e  p a t i e n t s  w o u l d  
r e c e i v e  i n  e a c h  p o l i c y .
-  P l a n n i n g  a OBS/GYN C l i n i c  -
P l a n n i n g  an O b s t e t r i c / G y n a e c o l o g y  c l i n i c  i s  a 
d i f f i c u l t  t a s k  b e c a u s e  o f  t h e  i r r e g u l a r  demand,  t h e  
i m m e d i a t e  m e d i c a l  a t t e n t i o n  r e q u i r e d ,  a n d  t h e  s h o r t  a v e r a g e  
l e n g t h  o f  s t a y .  A  m o d e l ,  w r i t t e n  i n  G E S I M  ( G e n e r a l  
S i m u l a t i o n )  w h i c h  i s  a v e r s i o n  o f  G P S S ,  t o  d e al  w i t h  t h i s  
s o r t  o f  p r o b l e m  was d e s i g n e d  b y  M a h a c h e k  and K n a b e  ( 1 4 1 .  T h e  
a u t h o r s / s o b j e c t i v e  was t o  d e t e r m i n e  t h e  e f f e c t  -of a p l a n  t o  
c o m b i n e  p h y s i c a l l y  ( a n d  o r g a n i z a t i o n a l l y )  OBS a n d  GYN 
o u t p a t i e n t  c l i n i c s .  A l t h o u g h  t h e  s i m u l a t i o n  r e s u l t s  show
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t h a t  u n d e r  t h e  p r e s e n t  s p a c e  c o n d i t i o n s  ( e x a m i n a t i o n  and 
w a i t i n g  r o o m s )  t h e  c l i n i c s  c o u l d  n o t  be c o m b i n e d ,  t h e r e  was 
suc h a s u b s t a n t i a l  g a i n  i n  u n d e r s t a n d i n g  t h e  s y s t e m  b y  t h e  
ma na g eme n t  p e r s o n n e l  t h a t  an e x t r a o r d i n a r i 1y  d e t a i l e d  s p a c e  
r e q u i r e m e n t  was g e n e r a t e d ,  and t i m e  a l l o w e d  -for - f u r t h e r  
d e t a i l e d  s i m u l a t i o n .
-  B i r t h  C o n t r o l  P o l i c i e s  -
A model  - for t e s t i n g  t h e  i m p l i c a t i o n  o-f d i - f - f e r e n t  
c o n t r o l  p o l i c i e s  i n  t h e  g r o w t h  o-f t h e  p o p u l a t i o n  i n  I n d i a  up 
t o  t h e  y e a r  20 88  wa s d e s i g n e d  b y  P a t i l ,  J a n a h a n l a l  and 
G h i s t a  C 161 . A p p r o x i m a t e l y  588 e q u a t i o n s  w e r e  u s e d  t o  
r e p r e s e n t  t h i s  m o d e l .  T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  b y  u s i n g  
t h e  p r o g r a m  CSMP ( C o n t i n u o u s  S y s t e m  M o d e l i n g  P r o g r a m )  on an 
IBM 3 7 8 / 1 5 5 .  B y  c o m b i n i n g  l ow b i r t h  r a t e s  (3VC b e t w e e n  1 9 7 5 - 1 9 8 0 ,  
4X b e t w e e n  1 9 8 8 - 1 9 9 8 ,  a n d  2 . 7 3 X  b e t w e e n  1 9 9 8 - 2 8 8 1 ) ,  i n c r e a s e  
i n  m a r r i a g e  a ge  -for women -from 15 t o  2 8 ,  a n d  t h e  q u a l i t y  o-f 
l i - f e  ( i n d i c a t e d  b y  n u t r i t i o n a l  l e v e l  and p e r  c a p i t a  i n c o m e )  
t h e  a u t h o r s  show d i - f - f e r e n t  a l t e r n a t i v e s  i n  t h e  p o p u l a t i o n  
g r o w t h .  T h e  p r o b l e m  i n  t h i s  t y p e  o f  s i m u l a t i o n  i s  t o  show 
how v a l i d  t h e  588 e q u a t i o n s  u s e d  i n  t h i s  model  w i l l  be f o r  
t h e  y e a r  2 8 8 8 .
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-  Ma n ag e me n t  T r a i n i n g  —
I n  t h e  t r a i n i n g  o f  m a n a g e m e n t  p e r s o n n e l  i n v o l v e d  
i n  t h e  a r e a  o f  h e a l t h  c a r e ,  t h e  f i r s t  s t e p  t o  be  c o n s i d e r e d  
i s  t h e  p r o p e r  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  f u n c t i o n i n g  of  t h e  
s y s t e m s  w i t h i n  t h i s  a r e a .  When we r e f e r  t o  h e a l t h  c a r e  
s y s t e m s  a t  N a t i o n a l  o r  R e g i o n a l  l e v e l s ,  t h e  c o m p l e x i t y  t o  
u n d e r s t a n d  t h e s e  s y s t e m  i n c r e s e s ,  b e c a u s e  of  t h e  number of  
d e c i s i o n - m a k e r s  i n v o l v e d  a nd t h e  n u m b e r  of  i n t e r a c t i o n s  t o  
be c o n s i d e r e d  w i t h i n  t h e s e  s y s t e m s  12 0 1  . D e s p i t e  t h i s  
p o s s i b l e  c o m p l e x i t y ,  s i m u l a t i o n  h a s  b e e n  s u c c e s s f u l l y  u s e d  
f o r  d e s c r i b i n g  t h e s e  t y p e s  o f  s y s t e m s .
T h e  C e n t r e  f o r  H e a l t h  S e r v i c e s  Management  a t  
L e i c e s t e r  P o l y t e c h n i c  i n  E n g l a n d  h a s  b e e n  d e v e l o p i n g  a s e r i e s  
o f  h e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n  m o d e l s  o v e r  t h e  l a s t  t en y e a r s .  T h e  
l a t e s t  o n e ,  w h i c h  w a s  w r i t t e n  i n  F o r t r a n ,  d e s i g n e d  b y  
W a l l e r ,  B u r d e l 1 a n d  B r o u g h  C 25 D ,  i s  u s e d  as an a i d  t o  
ma na g eme n t  t r a i n i n g  a n d  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  p l a n n i n g  s k i l l s  
i n  t h e  N a t i o n a l  H e a l t h  S e r v i c e  <NHS> i n  G r e a t  B r i t a i n .  T h i s  
model  i s  u s e d  a s p a r t  o f  a ma na g eme n t  d e c i s i o n  e x e r c i s e  t h a t  
s i m u l a t e s  t h e  o p e r a t i o n  p l a n n i n g  p r o c e s s  o f  d i f f e r e n t  
d i s t r i c t  m a n a g e m e n t  t e a m s .  T h i s  e x e r c i s e  h as been 
i n c o r p o r a t e d  i n t o  t h e  t r a i n i n g  p r o g r a m m e s  o f  s h o r t  and l o n g  
d u r a t i o n  f o r  a l l  s e n i o r  l e v e l s  a n d  c a t e g o r i e s  o f  s t a f f  i n  
t h e  H e a l t h  S e r v i c e s .
T h e  m a i n  p u r p o s e s  o f  t h e  a b o v e  model  i s  t o  p r o v i d e  
g r e a t e r  i n s i g h t  i n t o  t h e  w o r k i n g  o f  t h e  NHS p l a n n i n g  s y s t e m  
and i n t o  t h e  w a y  i n  w h i c h  m a n a g e r i a l  p l a n n i n g  d e c i s i o n s
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a f f e c t  t he  u s e  o f  s t a f f ,  m o n e y  and o t h e r  r e s o u r c e s .  An 
a d d i t i o n a l  p u r p o s e  i s  t o  s h o w  t h e  p a r t  c o m p u t e r  s i m u l a t i o n  
can p l a y  i n a i d i n g  t h e  m ana ge me nt  d e c i s i o n - m a k i n g  p r o c e s s .
A s  an e x a mp le  o f  t h i s  model  , t he  a u t h o r s  p r e s e n t e d  t he  
s i m u l a t i o n  r e s u l t s  i n  t e r m s  o f  c o s t  e f f e c t s  i n  a s p e c i f i c  
h e a l t h  d i s t r i c t  w i t h  f i v e  s p e c i a l i t i e s  u n d e r  d i f f e r e n t  
c o n d i  t  i ons ( w a i t i n g  l i s t ,  l e n g t h  o f  s t a y , bed o c c u p a n c y , . . >  . 
I n  g e n e r a l  we f o u n d  t h i s  m o d e l  v e r y  u s e f u l , n o t  j u s t  f o r  i t s  
e d u c a t i o n a l  q u a l i t i e s ,  b u t  a l s o  f o r  t h e  l e v e l  o f  
a p p l i c a b i l i t y  ( N a t i o n a l ,  R e g i o n a l  a n d  d i s t r i c t  l e v e l s ) .  I t  
w o u l d  b e  i n t e r e s t i n g  t o  d e t e r m i n e  how v a l i d  t h i s  model  w o u l d
be i n  a n o t h e r  c o u n t r y  w i t h  d i f f e r e n t  c o n d i t i o n s ,  s u c h  a s
*
M e x i c o ,  w h e r e  t h e  h e a l t h  s e r v i c e s  a r e  r u n ,  b a s i c a l l y ,  b y  
t h r e e  g o v e r n m e n t  e n t e r p r i s e s ,  i n  a d d i t i o n  t o  p r i v a t e  
p r a c t i c e  of  m e d i c i n e  [ 1 2 1 .
5 . 3 . 3 )  C o n c l u s i o n s '
Me s e e  f r o m  t h i s  r e v i e w  how s i m u l a t i o n  h as 
c o n t i n u e d  t o  b e  a p p l i e d  i n  a v a r i e t y  o f  f i e l d s  w i t h i n  t h e  
h e a l t h  c a r e  s e r v i c e s ,  f o r  e x a m p l e ,  b e d  u s a g e ,  e m e r g e n c y  
s e r v i c e s ,  s c h e d u l i n g ,  a l l o c a t i o n  o f  r e s o u r c e s ,  a n d  m e d i c a l  
t r e a t m e n t s .  A l s o ,  we n o t i c e  t h a t  t h e s e  a p p l i c a t i o n s  w e r e  
made f o r  d i f f e r e n t  p u r p o s e s ,  suc h a s i  s o l v i n g  s p e c i f i c  
p r o b l e m s ,  d e v e l o p i n g  new m a n a g em en t  m e t h o d s ,  a nd f o r  
ma na ge me nt  t r a i n i n g .  H o w e v e r ,  we f o u n d  some i m p l e m e n t a t i o n
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p r o b l e m s !  o n l y  3 o u t  o f  t h e  11 r e v i e w e d  r e f e r e n c e s  r e p o r t e d  
s u c c e s s f u l  i m p l e m e n t a t i o n  < Duma [ 4 3  t* [ 5 3 ,  U y e n o  & S e e b e r g  
[ 2 3 3 ,  a n d  W a l l e r  e t  al  [ 2 5 3 ) .  T w o  b a s i c  c h a r a c t e r i s t i c s  w e r e  
f o u n d  i n  t h o s e  s i m u l a t i o n s  w i t h  s u c c e s s f u l  i m p l e m e n t a t i o n :
-  t h e  s i m u l a t i o n  a n a l y s t s  w e r e  p a r t  o f  t h e  
i n s t i t u t i o n  w h e r e  t h e  s i m u l a t i o n  was t a k i n g  
pi  a c e
-  t h e  ma n a g e me n t  p e r s o n n e l  w e r e  i n v o l v e d  i n  t h e  
s i m u l a t i o n  p r o c e s s  f r o m  i t s  s t a r t i n g  s t a g e s .
T h e r e f o r e ,  we c o n s i d e r  t h a t  a p r o g r a m  t o  p r o m o t e  t h e  
p o t e n t i a l  b e n e f i t s  of  h e a l t h  c a r e  s i m u l a t i o n s  s h o u l d  be 
d e v e l o p e d  ( c o n f e r e n c e s ,  s e m i n a r s ,  o r  o p t i o n a l  a c a d e m i c  
l e c t u r e s  t o  s t u d e n t s  i n  a r e a s  r e l a t e d  t o  H e a l t h  p r o b l e m s )  i n  
o r d e r  t h a t  t h e  s i m u l a t i o n  a n a l y s t s  c a n  be a c c e p t e d  a s 
p e r m a n e n t  s t a f f  o f  t h e  h e a l t h  c a r e  i n s t i t u t i o n s ,  a n d  t h e  
m a n a g e m e n t  p e r s o n n e l  o'f t h e s e  i n s t i t u t i o n s  c an  se e  t h e  
s i m u l a t i o n  t e c h n i q u e s  a s  a p l a u s i b l e  a l t e r n a t i v e  f o r  
p l a n n i n g ,  t r a i n i n g ,  a nd s o l v i n g  p r o b l e m s  w i t h i n  t h e  h e a l t h  
c a r e  s e r v i c e s .
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V I )  Q u e u e i n g  T h e o r y
6 . 1 )  I n t r o d u c t i o n
A q u e u e i n g  s y s t e m  can be d e s c r i b e d  a s  c u s t o m e r s  
a r r i v i n g  -for s e r v i c e ,  w a i t i n g  f o r  s e r v i c e  < i f  t h e  s e r v i c e  i s  
n o t  i m m e d i a t e l y  a v a i l a b l e )  and l e a v i n g  t he  s y s t e m  a f t e r  
b e i n g  s e r v e d .  Such a b a s i c  s y s t e m  can be s c h e m a t i c a l l y  shown 
as i n  - f i g u r e  6 . 1 .  A l t h o u g h  a n y  q u e u e i n g  s y s t e m  may be 
d i a g r a m m e d  i n  t h i s  m a n n e r ,  i t  s h o u l d  be c l e a r  t h a t  a 
r e a s o n a b l y  a c c u r a t e  r e p r e s e n t a t i o n  o-f su ch  a s y s t e m  w o u l d  
r e q u i r e  a d e t a i l e d  c h a r a c t e r i z a t i o n  o-f t h e  u n d e r l y i n g  
p r o c e s s  <[  10 I , C 151) .
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F i g u r e  6 . 1  S c h e m a t i c  d i a g r a m  o-f a Q u e u e i n g  p r o c e s s .
T h e  t e r m  ' c u s t o m e r '  i s  u s e d  i n  a g e n e r a l  s e n s e  and 
d o e s  n o t  i m p l y  n e c e s s a r i l y  a human c u s t o m e r .  F o r  e x a m p l e ,  a 
c u s t o m e r  c o u l d  be  an a e r o p l a n e  w a i t i n g  t o  t a k e  o-f-f,  o r  a 
c o m p u t e r  p r o g r a m  w a i t i n g  t o  be r u n  on a t i m e - s h a r i n g  b a s i s .
A q u e u e i n g  p r o c e s s  i s  d e f i n e d  b y  t h e  - f o l l o w i n g  s i x  
c h a r a c  t e r  i s t  i c s :
i )  A r r i v a l s  p a t t e r n  of  c u s t o m e r s  
i i )  S e r v i c e  p a t t e r n  o f  s e r v e r s
133
i i i > Q u e u e  d i s c i p l i n e  
iv> S y s t e m  c a p a c i t y  
v> N u m b e r  o f  s e r v i c e  c h a n n e l s  
v i )  N u m b e r  o f  s e r v i c e  s t a g e s
I n  most  c a s e s  t h e s e  c h a r a c t e r i s t i c s  p r o v i d e  an a d e q u a t e  
d e s c r i p t i o n  o f  a q u e u e i n g  s y s t e m .
6 . 2 )  A r r i v a l s  P a t t e r n  of  C u s t o m e r s
T h e  a r r i v a l s  p a t t e r n  o r  i n p u t  t o  a q u e u e i n g  s y s t e m  
i s  o f t e n  m e a s u r e d  i n  t e r m s  o f  t h e  a v e r a g e  number  o f  a r r i v a l s  
p e r  u n i t  o f  t i m e  -mean a r r i v a l  r a t e -  o r  b y  t h e  a v e r a g e  t i m e  
b e t w e e n  s u c c e s s i v e  a r r i v a l s  -me an i n t e r a r r i v a l s  t i m e - .  I f  
t h e r e  i s  u n c e r t a i n t y  i n  t h e  a r r i v a l s  p a t t e r n  ( o f t e n  r e f e r r e d  
t o  as r a n d o m ,  p r o b a b i l i s t i c  o r  s t o c h a s t i c ) ,  t h e n  t h e s e  mean 
v a l u e s  o n l y  p r o v i d e  m e a s u r e s  o f  t he  c e n t r a l  t e n d e n c y  f o r  t h e  
i n p u t  p r o c e s s  a n d  f u r t h e r  c h a r a c t e r i z a t i o n  i s  r e q u i r e d  i n  
t h e  f o r m  o f  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  
t h i s  ra n do m p r o c e s s .
I t  i s  a l s o  n e c c e s a r y  t o  know t h e  r e a c t i o n  of  a\
c u s t o m e r  upon e n t e r i n g  t h e  s y s t e m .  A c u s t o m e r  may d e c i d e  t o  
w a i t  r e g a r d l e s s  o f  how l o n g  t h e  qu eu e b e c o m e s ,  o r  i f  t h e  
queue i s  t o o  l o n g  t o  s u i t  h i m may d e c i d e  n o t  t o  e n t e r  i t .  I f  
a c u s t o m e r  d e c i d e s  n o t  t o  e n t e r  t h e  q u e u e  upon a r r i v a l , he 
i s  s a i d  t o  h a v e  ' b a l k e d ' .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  a c u s t o m e r  may 
e n t e r  t h e  q u e u e ,  b u t  a f t e r  a t i m e  l o s e  p a t i e n c e  and d e c i d e  
t o  l e a v e .  In  t h i s  c a s e  h e  i s  s a i d  t o h a v e  ' r e n e g e d ' .  I n  t he  
e v e n t  t h a t  t h e r e  a r e  t w o  or  m o r e p a r a l l e l  w a i t i n g  l i n e s ,
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c u s t o m e r s  ma y s w i t c h  -from one  t o  a n o t h e r ,  t h a t  i s  ' j o c k e y '
•for p o s i t i o n .  T h e s e  t h r e e  s i t u a t i o n s  a r e  a l l  e x a m p l e s  o-f 
q ue u es  w i t h  ' i m p a t i e n t  c u s t o m e r s ' .
A n o t h e r  - f a c t o r  o f  i n t e r e s t  c o n c e r n i n g  t h e  i n p u t  
p r o c e s s  i s  t h e  p o s s i b i l i t y  t h a t  a r r i v a l s  come i n  b a t c h e s  
i n s t e a d  o f  one  a t  a t i m e .  I n  t h e  e v e n t  t h a t  mor e  t h a n  one 
a r r i v a l  c a n  e n t e r  t h e  s y s t e m  s i m u l t a n e o u s l y  t h e  i n p u t  i s  
s a i d  t o  o c c u r  i n  ' b u l k '  o r  ' b a t c h e s ' .  I n  t h e  b u l k - a r r i v a l  
s i t u a t i o n ,  n o t  o n l y  may t h e  t i m e  b e t w e e n  s u c c e s i v e  a r r i v a l s  
of  t h e  b a t c h e s  be p r o b a b i l i s t i c  b u t  a l s o  t h e  number  of  
c u s t o m e r s  i n  a b a t c h  < t h e  b a t c h  s i z e )  C 6 J .
O ne f i n a l  f a c t o r  t o  be c o n s i d e r e d  i n  t h e  a r r i v a l s  
p a t t e r n  i s  how t i m e  a f f e c t s  t h i s  p a t t e r n .  An a r r i v a l s  
p a t t e r n  t h a t  d oe s n o t  c h a n g e  w i t h  t i m e  i s  c a l l e d  a 
' s t a t i o n a r y '  a r r i v a l s  p a t t e r n .  One t h a t  i s  n o t  t i m e -  
i n d e p e n d e n t  i n  t h e  servse d e s c r i b e d  a b o v e  i s  c a l l e d  ' n o n -  
s t a t  i o n a r y '  .
I
T h e  e a s i e s t  a r r i v a l  p a t t e r n  t o  t r e a t  
m a t h e m a t i c a l l y  i s  ' p u r e l y  r a n d o m ' ,  i . e . ,  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  
an a r r i v a l  i n  an i n t e r v a l  < t , t + d t )  i s  X d t , w h e r e  X i s  a 
c o n s t a n t .  T h i s  a r r i v a l  p a t t e r n  i s  d e s c r i b e d  b y  t h e  P o i s s o n  
d i s t r i b u t i o n ,  w ho s e p . d . f .  i s
f N <n> *  < X t ) n e _ X t / n !  | n - 0 , 1 , 2 , . . .
fj^<n> g i v e s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e r e  b e i n g  n a r r i v a l s  d u r i n g  
a t i m e  i n t e r v a l  o f  l e n g t h  t ,  w h e r e  X t  i s  t h e  a v e r a g e  number
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o f  a r r i v a l s  i n  t .  I f  t  i s  c o n s i d e r e d  t o  be u n i t  t i m e ,  t he n 
t h e  d i s t r i b u t i o n  be come s
f ^ ( n )  =  X n e * / n ! 5 n - 0 , 1 , 2 , . . .
w h e r e  X i s  t h e  a v e r a g e  number  o f  a r r i v a l s / u n i t  t i m e .  When 
t h e  a r r i v a l  p a t t e r n  i s  a P o i s s o n  d i s t r i b u t i o n ,  i t  h a s  been 
shown t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u c t i o n  ( p . d . f )  o f  t h e  
i n t e r v a l  b e t w e e n  an a r r i v a l  and t h e  n e x t  s u b s e q u e n t  a r r i v a l  
i s  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  ( f x < x ) = X e ->kX ; x £ 0 ) .  < 1 1 0 1 ,
p .  7 - 10 > .
¿ . 3 )  S e r v i c e  P a t t e r n  o f  S e r v e r s
Ma ny  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  a r r i v a l s  
p a t t e r n  can b e  u s e d  f o r  t h e  s e r v i c e  p a t t e r n .  F o r  e x a m p l e ,  
s e r v i c e  p a t t e r n s  can a l s o  be d e s c r i b e d  b y  a r a t e  ( n u m b e r  o f  
c u s t o m e r s  s e r v e d  p e r  u n i t  o f  t i m e )  o r  as a t i m e  ( t i m e  
r e q u i r e d  t o  s e r v i c e  a . c u s t o m e r ) .  H o w e v e r ,  o n e  i m p o r t a n t  
d i f f e r e n c e  e x i s t s  b e t w e e n  s e r v i c e  a nd a r r i v a l s .  When one  
s p e a k s  a b o u t  s e r v i c e  r a t e  o r  s e r v i c e  t i m e ,  t h e s e  t e r m s  a r e  
c o n d i t i o n a l  on t h e  f a c t  t h a t  t h e  s y s t e m  i s  n o t  e m p t y ;  t h a t  
i s ,  t h e r e  i s  s ome one  i n  t h e  s y s t e m  r e q u i r i n g  s e r v i c e .  I f  t h e  
s y s t e m  i s  e m p t y ,  t h e  s e r v i c e  f a c i l i t y  i s  i d l e .  S e r v i c e  may 
a l s o  be s i n g l e  o r  b a t c h .  I n  t h e  s i n g l e  c a s e  o n e  s e r v e r  g i v e s  
s e r v i c e  t o  o n e c u s t o m e r  and i n  t h e  b a t c h  c a s e  one s e r v e r  
s i m u l t a n e o u s l y  g i v e s  s e r v i c e  t o  s e v e r a l  c u s t o m e r s  ( f o r  
e x a m p l e ,  p e o p l e  b o a r d i n g  a t r a i n ,  o r  a c o m p u t e r  w i t h  
p a r a l l e l  p r o c e s s i n g ) .  A p p l i c a t i o n s  o f  b u l k  s e r v i l e  c a n  be 
seen i n  B a i l e y  C 3 3 ,  C h a u d h r y  [ 6 1  a nd Downton C 1 13 .
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canA g r e a t  m a t h e m a t i c a l  s i m p l i f i c a t i o n  o f  r e s u l t s  
be f o u n d  when t h e  p . d . f .  of  s e r v i c e - t i m e  i s  g i v e n  by  t h e  
e x p o n e n t i a l  c u r v e
hT <t> =  u e - w t  ; t * 0
Now,  i f  t he  r a n d o m  v a r i a b l e  T  i s  a s e r v i c e - t i m e ,
P r (  T  )  t o  > = / "  u e _ u t d t  = e ‘ Mto t o
From t h i s  r e s u l t  we can c a l c u l a t e  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  
s e r v i c e  of  a c u s t o m e r  i s  c o m p l e t e d  i n  an i n t e r v a l  d t , g i v e n  
t h a t  t h e  s e r v i c e  has been i n  p r o g r e s s  f o r  a t i m e  t o .  T h i s  i s  
t he  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y
P r < t o $ T i  t o + d t  |T£ t o )  =
3
I n o t h e r  w o r d s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  s e r v i c e  i s  c o m p l e t e d  
i n  a s m a l l  e l e m e n t  of  t i m e  i s  c o n s t a n t ,  i n d e p e n d e n t  o f  how 
l o n g  s e r v i c e  h a s  been i n  p r o g r e s s !  t h i s  i s  c a l l e d  t he 
m e m o r y l e s s  o r  M a r k o v i a n  p r o p e r t y  of  t h e  e x p o n e n t i a l  
d i s t r i b u t i o n .  T h u s  s e r v i c e  c a n  be t r e a t e d  as i f  i t  w e r e  a 
c o m p l e t e l y  r a n d o m  o p e r a t i o n  CC 10 3,  p .  2 0 ) .
P r  < t o $ T $  t o + d t >
P r < T *  t o )
e ^ t O x o - e - M d t ^ e - u t o
< 1 -  e " u d t  >
u d t
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6 . 4 )  Queue D i s c i p l i n e
Qu eu e  d i s c i p l i n e  r e f e r s  t o  t h e  m an n e r  i n  w h i c h  
c u s t o m e r s  a r e  s e l e c t e d  f o r  s e r v i c e  when a q u e u e  h a s  f o r m e d .  
T h i s  d e c i s i o n  m a y  be b a s e d  on a n y  o r  a l l  o f  t h e  f o l l o w i n g :
a> Some m e a s u r e  r e l a t e d  t o  t h e  r e l a t i v e  a r r i v a l  
f o r  t h o s e  c u s t o m e r s  i n  t h e  q u e u e .
b> Some m e a s u r e  < e x a c t  v a l u e ,  e s t i m a t e ,  p d f )  o f  t h e  
s e r v i c e  t o b e  r e c e i v e d  o r  s o  f a r  r e c e i v e d .
c> Some f u n c t i o n  of  g r o u p  m e m b e r s h i p
E x a m p l e s  o f  q u e u e i n g  d i s c i p l i n e s  t h a t  d e p e n d  o n l y  
upon t h e  a r r i v a l  t i m e  a r e s  F i r s t - C o m e - F i r s t - S e r v e d  < F C F S > ,  
L a s t - C o m e - F i r s t — S e r v e d  < L C F S > ,  a nd s e r v i c e  i n  r a n d o m  o r d e r  
< S I R O > .  D i s c r i m i n a t i o n  on t h e  b a s i s  o f  s e r v i c e  t i m e  o n l y  may 
t a k e  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  S h o r t e s t - J o b - F i r s t  < S J F > ,  L o n g e s t -  
J o b - F i r s t  < L JF >  , s i m i l a r  r u l e s  b a s e d  on a v e r a g e  a n d  so o n .  
O r d e r  o f  s e r v i c e  may be b a s e d  on an e x t e r n a l l y  i m p o s e d  
p r i o r i t y  c l a s s  s t r u c t u r e ;  when t h i s  i s  t h e  c a s e  t h e  q u e u e i n g  
d i s c i p l i n e  i s  c a l l e d  ' P r i o r i t y  Q u e u e i n g  D i s c i p l i n e ' .
An e x a m p l e  o f  p r i o r i t y  q u e u e i n g  d i s c i p l i n e  i s  when 
t h e  c u s t o m e r s  a r e  a s s i g n e d  some s o r t  o f  i n i t i a l  s c o r e  on 
a r r i v a l  t o  t h e  s y s t e m ,  t h e n  t h e i r  r e s p e c t i v e  s c o r e s  a r e  
i n c r e m e n t e d  i n  r e l a t i o n  t o  t h e  amount  o f  t i m e  t h a t  t h e y  h a v e  
s p e n t  i n  t h e  s y s t e m ,  w i t h  s e l e c t i o n  b a s e d  on t h e  h i g h e s t  
c u m u l a t e d  s c o r e s .  When t h i s  i s  t h e  c a s e ,  t h e  d i s c i p l i n e  i s  
c a l l e d  ' D y n a m i c  P r i o r i t y  D i s c i p l i n e ' .  T h i s  t y p e  o f  
d i s c i p l i n e  wa s i n t r o d u c e d  b y  J a c k s o n  [ 1 4 ] .  A  f o r m a l  
d e v e l o p m e n t  o f  t h i s  d i s c i p l i n e  ca n  be s e e n  i n  K l e i n r o c k  C 22 1.
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A n o t h e r  t y p e  o f  p r i o r i t y  q u e u e i n g  d i s c i p l i n e  i s
I
t h e  a 1 t e r n a t i n g - p r i o r i t y  ( z e r o - s w i t c h )  q u e u e i n g  d i s c i p l i n e .  
U n d e r  t h i s  d i s c i p l i n e ,  a s s u m i n g  a queue w i t h  two c l a s s e s  of  
c u s t o m e r s ,  t h e  s e r v e r  a t t e n d s  one c l a s s  u n t i l  no one  i s  
p r e s e n t  i n  t h a t  c l a s s ,  a t  w h i c h  p o i n t  he s w i t c h e s  
i n s t a n t a n e o u s l y  t o  t h e  o t h e r  c l a s s  and s e r v e s  members o-f 
t h a t  c l a s s  u n t i l  no one i s  p r e s e n t  i n  t h a t  c l a s s ,  and so 
- f o r t h  ( C 333 and C 34 3 )  .
When some s o r t  o f  p r i o r i t y  d i s c i p l i n e  i s  u se d  i n  
t h e  s y s t e m  and m o r e  than one c u s t o m e r  can b e  -found i n  one 
t y p e  o-f p r i o r i t y ,  i t  has a l s o  t o  be s p e c i f i e d  w ha t  s o r t  of  
p o l i c y  w i l l  be f o l l o w e d  w i t h i n  each p r i o r i t y .
T h e r e  a r e  two g e n e r a l  s i t u a t i o n s  i n  p r i o r i t y  
q u e u e i n g  d i s c i p l i n e s .  In t h e  f i r s t ,  w h i c h  i s  c a l l e d  ' p r e ­
e m p t i v e ' ,  t h e  c u s t o m e r . w i t h  t h e  h i g h e s t  p r i o r i t y  i s  a l l o w e d  
t o . e n t e r  t h e  s e r v i c e  i m m e d i a t e l y ,  even i f  *  c u s t o m e r  w i t h  
l o w e r  p r i o r i t y  i s  a l r e a d y  i n  s e r v i c e  when t h e  h i g h e r  
p r i o r i t y  c u s t o m e r  e n t e r s  t h e  s y s t e m  t 141 . I n  t he s e c o n d  
g e n e r a l  p r i o r i t y  s i t u a t i o n ,  c a l l e d  t h e  ' n o n - p r e e m p t i v e '  
c a s e ,  t h e  h i g h e r  p r i o r i t y  c u s t o m e r  goes t o  t h e  he a d of  t h e  
qu e ue  b u t  c a n n o t  g e t  i n t o  s e r v i c e  u n t i l  t h e  c u s t o m e r  
p r e s e n t l y  i n  s e r v i c e  i s  d e a l t  w i t h ,  even t h o u g h  t h i s  
c u s t o m e r  h a s  a l o w e r  p r i o r i t y .
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6 . 5 )  S y s t e m  C a p a c i t y
I n  some q u e u e i n g  p r o c e s s e s  t h e r e  i s  a p h y s i c a l  
l i m i t a t i o n  t o  t he  amount  o f  Mai  t i n g  r o o m ,  so t h a t  when t h e  
l i n e  r e a c h e s  a c e r t a i n  l e n g t h ,  n o  f u r t h e r  c u s t o m e r s  a r e  
a l l o w e d  t o  e n t e r  t h e  s y s t e m  u n t i l  s p a c e  becomes a v a i l a b l e  b y  
a s e r v i c e  c o m p l e t i o n .  T h e s e  a r e  r e f e r r e d  t o  as f i n i t e  
q u e u e i n g  s i t u a t i o n s ;  t h a t  i s ,  t h e r e  i s  a f i n i t e  l i m i t  t o  
t h e  maximum q ue ue  s i z e .
¿ . ¿ )  N u m b e r  o f  S e r v i c e  C h a n n e l s
T h e  number  o f  s e r v i c e  c h a n n e l s  r e f e r s  t o  t he  
number  o f  p a r a l l e l  s e r v i c e  s t a t i o n s  w h i c h  can s e r v i c e  
c u s t o m e r s  s i m u l t a n e o u s l y .  F i g u r e  ¿ . 1  d e p i c t s  a s i n g l e  
c h a n n e l  s y s t e m ,  w h i l e  f i g u r e  6 . 2  shows two v a r i a t i o n s  o f  a 
m u l t i c h a n n e l  s y s t e m ;  t h e  f i r s t  v a r i a t i o n  <a)  h a s  o n l y  one 
qu eu e f o r  a l 1 t h e  c h a n n e l s  a nd t h e  s e c o n d  one <b> h a s  one 
qu eu e f o r  e v e r y  channe' l  .
< a)  <b>
F i g u r e  6 . 2  M u l t i c h a n n e l  Q u e u e i n g  S y s t e m .
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6 . 7 )  S t a g e  o f  S e r v i c e
A q u e u e i n g  s y s t e m  c o u l d  h a v e  a s i n g l e  s t a g e  of
s e r v i c e  o r  i t  ma y h av e s e v e r a l  s t a g e s  ( m u l t i s t a g e  s e r v i c e ) .  
An e x a m p l e  o-f a m u l t i s t a g e  s e r v i c e  q u e u e i n g  d i s c i p l i n e  w o u l d  
be a p h y s i c a l  e x a m i n a t i o n  p r o c e d u r e ,  w h e r e  e ach p a t i e n t  must  
p r o c e e d  t h r o u g h  s e v e r a l  s t a g e s  ( s e e  - f i g u r e  6 . 3 ) suc h as 
m e d i c a l  h i s t o r y ;  e a r ,  n o s e  a n d  t h r o a t  e x a m i n a t i o n ;  b l o o d  
t e s t ;  e l e c t r o c a r d i o g r a m ;  e y e  e x a m i n a t i o n ;  a n d  so o n .
s y s t e m ,  t h e  u n d e r l y i n g  m o t i v a t i o n  i s  t o  e v a l u a t e  some 
m e a s u r e  o f  p e r f o r m a n c e .  One o f  t h e  r e l e v a n t  m e a s u r e s  i n  a 
q u e u e i n g  s y s t e m  w i l l  be a m e a s u r e  o f  c o n g e s t i o n .  T h e  
s i m p l e s t  m e a s u r e  o f  c o n g e s t i o n  i s  t h e  ' ' t r a f f i c  i n t e n s i t y '  
w h i c h  i s  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  s i m b o l  o .  T h e  v a l u e  of p  
i n d i c a t e s  t he  mean f r a c t i o n  o f  t h e  t i m e  t h e  q u e u e i n g  s ys t e m  
i s  u s e d .  I n  t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  a s i n g l e - s e r v e r  qu eu e t he  
t r a f f i c  i n t e n s i t y  i s  c a l c u l a t e d  b y
*• ooo o o ------ -*■ oo 'o------* oo o o ------- »  o
F i g u r e  6 . 3  M u l t i s t a g e  Q u e u e i n g  S y s t e m
6 . 8 ) M a t h e m a t i c a l  A p p r o a c h
When we c o n s t r u c t  a m a t h e m a t i c a l  model  o f  a
1/ti X
1/X u
1 / u i  Mean s e r v i c e  t i m e  of  a s i n g l e  c u s t o m e r
1 / X ; Mean i n t e r v a l  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  
i n d i v i d u a l  c u s t o m e r s  14
14 t
F o r  a q u e u e  s y s t e m  w i t h  M s e r v e r s  i n  p a r a l e l l  ( s e e  f i g u r e  
6 . 2 . a ) ,  t h e  t r a f f i c  i n t e n s i t y  i s
X
© = ----------
UXM
T h e  u n i t  o f  t r a f f i c  i n t e n s i t y  i s  s o m e t i m e s  c a l l e d  e r l a n g ,  
o u t  o f  d e f e r e n c e  t o  A .  K .  E r l a n g ,  f o r  h i s  p i o n e e r i n g  work  i n  
q u e u e i n g  t h e o r y  ( [ 1 0 ] ,  p .  40)
When t he  t r a f f i c  i n t e n s i t y  i s  g r e a t e r  t h a n  o n e ,
© >1 ,  c u s t o m e r s  a r e  a r r i v i n g  f a s t e r  t h a n  t h e  s e r v e r s  can 
h a n d l e ,  t h e r e f o r e  an i n c r e a s i n g  q u e u e  w i l l  d e v e l o p .
........ I f  © < 1 t h e n ,  on a v e r a g e ,  t h e  s e r v e r s  a r e  a b l e  t o
d e a l  w i t h  m o r e  t ha n one c u s t o m e r ' s  r e q u i r e m e n t s  b e f o r e  t h e  
n e x t  c u s t o m e r  a r r i v e s  and we s h o u l d  t h e r e f o r e  e x p e c t  t h e  
s e r v e r s  t o  c o p e  s a t i s f a c t o r i l y  w i t h  t h e i r  t a s k .
N o w ,  t he  p r o b l e m  i s  t o  f i n d  w ha t  s o r t  o f  b e h a v i o u r  
we w o u l d  e x p e c t  when ©“ 1. U n d e r  t h i s  c o n d i t i o n ,  on a v e r a g e  
t h e  t i m e  b e t w e e n  s u c c e s s i v e  c u s t o m e r s  < 1/X> i s  e q u a l  t o  t h e  
a v e r a g e  s e r v i c e  t i m e  < l / u>  I i n  o t h e r  w o r d s ,  on a v e r a g e  when 
one c u s t o m e r  a r r i v e s  a n o t h e r  i s  b e i n g  s e r v e d .  T h e r e f o r e ,  we 
e x p e c t  t h a t  t h e  mean number  o f  c u s t o m e r s  i n  t h e  q u e u e  s h o u l d  
be z e r o .  H o w e v e r ,  t o  show a f o r m a l  d e m o s t r a t i o n  o f  t h i s  i s  
q u i t e  d i f f i c u l t ,  as we w i l l  s e e  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .
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6 . 8 . 1 )  T h e  s i n g l e  S e r v e r  Q u e u e
Ass ume  P o i s s o n  a r r i v a l s ,  w i t h  mean X p e r  u n i t  o f  
t i m e ,  a n d  e x p o n e n t i a l l y  d i s t r i b u t e d  s e r v i c e  t i m e  w i t h  mean 
1 / U .  L e t  ' j '  be t h e  n u mb e r  o f  p e o p l e  i n  t he  s y s t e m ,  and 
< q j < t > > ,  j = 0 , l , 2 . . .  b e  t h e  p r o b a b i  1 i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  
n u m b e r  o-f c u s t o m e r s  i n  t h e  s y s t e m  < i . e . ,  i n  t h e  q u e u e  o r  
b e i n g  s e r v e d )  a t  t i m e  t ,  i . e . ,
q ^ < t >  S P r <j  i n  t h e  s y s t e m  a t  t i m e  t )
T h e n  ( q ^ < t + d t > )  and f q ^ i t ) )  a r e  r e l a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  
m a n n e r  :
P r < j * 0  a t  t + d t )  =  P r < j = 0  a t  t ) X P r < n o  a r r i v a l  i n  d t )
♦ P r < j “ l a t  t ) X P r < a  s e r v i c e  i s
c o m p l e t e d  i n  d t )
f r o m  s e c t i o n s  6 . 2  a nd 6 . 3 ,  t h i s  p r o b a b i 1 i t y  c a n  be  w r i t t e n  
a s
q 0 < t + d t >  -  q 0 < t> < 1 - X d t  > ♦ q 1< t ) » i d t
S o ,
L i m  q Q< t + d t )  -  q a <t> -  u q , ( t )  -  X q a < t> 
d t
"  q é < t )
When p — X / u  < 1 a nd t -» » ,  t h e n  q 0 < t ) * 0 ,  q0 < t ) - * q 0 , 
q 1< t ) -4q j .  He n ce  *
**q 1 ~ Xc’ 0 “  0
1 4 3
S i m i l a r l y *  when j = l , 2 , . . . ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t
MC|J + 1 “  X<^ j  "  * ^ j  ’  X<* j - 1
Mqj - 1  -  X q j - 2
= U Q ,  -  X q 0 
=  0
So ,
q .  =
=  * * q j - l
P J * q 0 ; j * 0 , l , 2 ,
Now as
a n d
ET=e qj = Ee *J - 1
E “ p J =  i / (  1 - p )
t h e n
q 0 = 1 -  P
w h i c h  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  s e r v e r  i s  i d l e ,  and
q d =  p J X< 1 -  p> ........................ <6.  1)
w h i c h  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  h a v i n g  j  c u s t o m e r s  i n  t h e  
s y s t e m ,  i f  and o n l y  i f  p < 1. I n  g e n e r a l ,  -for t h e  a n a l y s i s  
o f  any  q u e u e i n g  s y s t e m s ,  p < 1 i s  t h e  m a i n  c o n d i t i o n  t o  use 
t h e  Q u e u e i n g  t h e o r y  c o n c e p t s .  I f  t h i s  c o n d i t i o n  i s  n o t  
s a t i s f i e d ,  t he n s i m u l a t i o n  i s  u s e d  a s an a l t e r n a t i v e  
p r o c e d u r e  [ 1 5 3 .
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W h e n  p  < 1 s o m e  b a s i c  r e s u l t s  c a n  b e  p r e s e n t e d  - f o r
t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  a s i n g l e  s e r v e r .  F o r  e x a m p l e ,
< i )  E x p e c t e d  number  i n  t h e  s y s t e m
E ( n u m b e r  i n  t h e  s y s t e m )  = Eg j Xq ^ .
- < l-p)yjXpJ
-  p / <  1 - p )
< i i >  E x p e c t e d  number  b e i n g  s e r v e d
0 Xq0 + 1 X < l - q 0 > = o
< i i i >  E x p e c t e d  number  i n  t h e  q u e u e
Q «  p/< 1 -0 )  -  o = p 2/< 1 -0 )
< i v >  E x p e c t e d  q u e u e i n g  t i m e
D -  Q/X -  p / < U - X )
<v> E x p e c t e d  W a i t i n g  T i m e
E C w a i t i n g  t i m e )  — D ♦ s e r v i c e  t i m e  
* p / < M —X)  * \ / u
-  i / < u - x >
T h e  d i s t r i b u t i o n  o f  e q .  < 6 . 1 )  i s  a s t a n d a r d  d i s t r i b u t i o n  i n
p r o b a b i l i t y  t h e o r y ,  c a l l e d  t h e  G e o m e t r i c  d i s t r i b u t i o n .  I t s
2
mean i s  p/< 1 - p )  'and i t s  v a r i a n c e  i s  *»/< l - p >  . T h e  
p r o b a b i l i t y  o f  f i n d i n g  m o r e  t h a n  n c u s t o m e r s  i n  t h e  q u e u e  i s  
P r C N  > nJ  -  q R+1 ♦ q„  + 2 ♦ q n +3  ♦ .................
-  < l - o ) o n+1E 7 » 0P i
- < l - p>on+1 * c i/<i - o> J
1 4 3
T h u s  w i t h  low v a l u e s  o f  t r a f f i c  i n t e n s i t y  l o n g  q u e u e s  a r e  
e x t r e m e l y  u n l i k e l y .  T a b l e  <5. 1 s ho w s d e p e n d e n c e  o-f v a r i o u s  
c h a r a c t e r i s t i c s  of  t h e  q ue ue  u p o n  t h e  t r a f f i c  i n t e n s i t y .  I t  
w i l l  b o  n o t i c e d  t h a t  t h e  r e d u c t i o n  of  t h e  mean q u e u e  s i z e ,  
and o f  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  v e r y  l o n g  q u e u e s ,  n e c e s s a r i l y  
r a i s e s  t h e  p r o p o r t i o n  o f  t i m e  w h i c h  t h e  s e r v e r  s p e n d s  i d l e .  
T h i s  i l l u s t r a t e s  a g e n e r a l  f e a t u r e  of  q u e u e i n g  s y s t e m s ,  
n a m e l y  t h a t  f i n d i n g  t h e  most  e c o n o m i c a l  a r r a n g e m e n t  of  t h e  
s y s t e m  u s u a l l y  i n v o l v e s  c o m p r o m i s i n g  be t we e n e n s u r i n g  f u l l  
use o f  r e s o u r c e s  and m i n i m i z i n g  d e l a y s  t o  c u s t o m e r s .
Now, a f i r s t  i n s i g h t  i n t o  t h e  b e h a v i o u r  o f  t he 
q u e u e i n g  s y s t e m  w i t h  1 can b e  seen i n  t a b l e  6 . 1 .  From t h i s  
t a b l e ,  we n o t i c e  t h a t  t h e  e x p e c t e d  number  i n  t h e  q u e u e  t e n d s  
t o  i n f i n i t y  as p g e t s  c l o s e  t o  o n e .  T h i s  b e h a v i o u r  
c o n t r a d i c t s  o u r  p r e v i o u s  s t a t e m e n t  i n  w h i c h  we s a i d  t h a t  t h e  
e x p e c t e d  number of  c u s t o m e r s  s h o u l d  be z e r o .  W h i c h  i s  t he  
c o r r e c t  o ne ?  A s s u m i n g  t h e  a p p r o a c h  b a s e d  on t a b l e  ¿ . 1  i s  
c o r r e c t ,  i s  t h i s  a r e a l i s t i c  s i t u a t i o n ?  I s  i t  p o s s i b l e  t o 
a l l o w  t h a t  c u s t o m e r  q u e u e  i n c r e a s e  i n  t h i s  f o r m ,  e s p e c i a l l y  
i n  a s y s t e m  l i k e  a h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t  w h e r e  d i f f e r e n t  
m e d i c a l  p r i o r i t i e s  a r e  i n v o l v e d  i n  t he  l i s t ?  I f  s o ,  what  
s o r t  o f  c o n t r o l  m ec h a n i s m  can b e  i m p l e m e n t e d  t o  a v o i d  an 
i n f i n i t e  i n c r e a s e ?  What w o u l d  b e  t he  w a i t i n g  t i m e  
di  s t r  i b u  t i o n ?
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I n  c h a p t e r  V I I ,  we s i m u l a t e d  a model  w h i c h  
r e p r e s e n t s  a h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t ,  seen as a q u e u e i n g  
s y s t e m  w i t h  P“ 1, i n  o r d e r  t o  a n s w e r  t h e  a b o v e  q u e s t i o n s .  We 
c o n s i d e r  t h a t  s i m u l a t i o n  wa s t h e  o n l y  a l t e r n a t i v e  f o r  
a n s w e r i n g  t h e s e  q u e s t i o n s .  W i t h  n o  m e d i c a l  p r i o r i t i e s  i n  t h e  
w a i t i n g  l i s t  some o f  t h e s e  q u e s t i o n s  can be  a n s w e r e d  b y  
u s i n g  L i t t l e ' s  f o r m u l a ;  t h i s  f o r m u l a  i s  d e s c r i b e d  i n  t h e  
n e x t  s e c t i o n .  T h e  r e s u l t s  f r o m  t h i s  f o r m u l a  w e r e  q u i t e  
u s e f u l  t o  v a l i d a t e  o u r  s i m u l a t i o n  m o d e l .
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T a b l e  6.1
D ep e nd e nc e  o f  v a r i o u s  c h a r a c t e r i s t i c s  of  t h e  queue 
upon t h e  t r a f f i c  i n t e n s i t y ;  s i n g l e  s e r v e r  w i t h  
random a r r i v a l s  and e x p o n e t i a l  s e r v i  c e - t i m e s
T r a f  f  i c  
i n t e n s i  t y
o
P r o b a b i 1 i t y  
s e r v e r  - f r ee
1 ~P
Expec t e d 
number i n  
t h e  s y s t e m  
p / < l - p >
P r o b a b i 1i t y  o f  
mor e than f o u r  
c u s t o m e r s  i n  queue 
P 5
0 . 1 0 . 9 0 . 1 1 1 0 . 0 0 0 0 1
0 . 2 0 . 8 0 . 2 5 8 0 . 0 0 0 3
0 . 3 0 . 7 0 . 4 2 9 0 . 0 0 2
0 . 4 0 . 6 0 . 6 6 7 0 . 0  10
0 . 5 <s m 1 . 00 0 0 . 0 3 1
. 0 . 6 0 . 4 1.500 0 . 0 7 8
0 . 7 0 . 3 2 . 3 3 3 0 . 1 6 8
0 . 8 0 . 2 4 . 0 0 0 0 . 3 2 8
0 . 9 0 . 1 9 . 0 0 0 0 . 5 9 0
0 . 9 9 0 . 0  1 9 9 . 0 0 0 0 . 9 5 1
0 .9 9 9 0 . 0 0  1 9 9 9 . 0 0 0 0 . 9 9 5
|
X w h e n p % 1 , t h e  s y s t e m i s  s a i d  t o  b e i n  h e a v y  t r a f f i c  C 193
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6 . 9 )  L i t t l e ' s  F o r m u l a :  L
P r o b a b l y  t h e  s i m p l e s t  and y e t  t h e  mos t  i m p o r t a n t  
•formula t h a t  i s  u s e d  i n  q u e u e i n g  a n a l y s i s  i s  t h e  - f o r m u l a  
L=XW, k n o w n as L i t t l e ' s  - f o r m u l a .  T h i s  - f o r m u l a  s t a t e s :
T i m e - a v e r a g e  number  o f  A r r i v a l  r a t e  X A v e r a g e  d e l a y
u n i t s  i n  t h e  s y s t e m  <L> ( X )  <W)
T h e  p r o o f  o f  t h i s  f o r m u l a  can be  seen i n  L i t t l e  [ 2 5 3 .
C o n s i d e r  a q u e u e i n g  s y s t e m  as shown i n  f i g .  6 . 4 .  
L e t  0 < t j  < t j  be  t h e  a r r i v a l  t i m e s  o f  c u s t o m e r s  t o
t h e  s y s t e m  n u m be r ed  i n  t h e  o r d e r  o f  a r r i v a l .  L e t  a c o u n t i n g  
p r o c e s s
=  XW
A< t  >
Queue
D< t )
1------------------1 D* < 0
t .
J
— > o o o o oo o -— 7 ------- >
t
J
L s * r.^ , r J s —  ■
j
— >
F i g u r e  6 . 4  A q u e u e i n g  s y s t e m  a nd i t s  c o u n t i n g  p r o c e s s  A ( t >  
D<t> , a n d  D * < t>
A<t> r e p r e s e n t s ,  f o r  e a c h  t ,  t h e  c u m u l a t i v e  numbe r o f  
a r r i v a l s  up t o  t i m e  t i
A < t >  “  number  o f  t j  $ t
T h i s  i s  a  s t e p  f u n c t i o n  t h a t  i n c r e a s e s  b y  one a t  e a c h  t i m e  
t j ,  a s s ho w n i n  f i g .  6 . S .  I f  we assume t h e  F C F S q u e u e  
d i s c i p l i n e ,  t he n t h e  o r d e r  i n  w h i c h  t h e  c u s t o m e r s  l e a v e  t h e  
queue i s  t h e  same as t h e  o r d e r  i n  w h i c h  t h e y  a r r i v e .  In
I
149
✓
o t h e r  w o r d s ,  i f  we d e n o t e  b y  t^  t he d e p a r t u r e  t i m e  ( - from t h e  
q u e u e )  o f  c u s t o m e r  j  , t he n
0 < t '  < t'2 < ---------
I
When a c u s t o m e r  a r r i v e s  a t  t h e  s y s t e m  t o  - f i nd  t h a t  t he 
s e r v e r  i s  i d l e ,  t h e n  t h e  c u s t o m e r  e n t e r s  t he  s e r v i c e
X
i nmedi  a t e l y ,  i . e . ,  t  . =  t . .  We d e f i n e  a n o t h e r  coun t i n g  p r o c e s sJ J
X
D< t )  =  number o f  t . $ t
J
t h a t  i s ,  t h e  c u m u l a t i v e  n u m b e r  o f  c u s t o m e r s  who e n t e r  
s e r v i c e  by  t i m e  t < f i g .  6 . 5 ) .  A t  any t i m e  t ,  A ( t >  -  D< t> =
GK t> r e p r e s e n t s  t h e  q u e u e  l e n g t h  a t  a n y  t i m e  t .
A< t>a
F i g u r e  ¿ . 3  T y p i c a l  b e h a v i o u r  o f  t he  c o u n t i n g  p r o c e s s  
A< t )  and D < t )
I n  t h e  c a s e  F CF S d i s c i p l i n e ,  t ^  -  t j  , t h e  t i m e  t h a t  t h e  J t h  
c u s t o m e r  s p e n d s  i n  t h e  q u e u e ,  i s  e q ua l  t o  t h e  h o r i z o n t a l  
d i s t a n c e  < o r  e q u i v a l e n t l y  t h e  a r e a  of  a h o r i z o n t a l  s t r i p )  
b e t w e e n  t h e  c u r v e s  A < t >  and D< t> j f o r  e x a m p l e ,  i n  - f i g u r e
X
¿ . 3 ,  t h e  s h a d e d  a r e a  t g  -  t g .  Now b y  d e f i n i n g  t h e  p o i n t  o f
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r e f e r e n c e  ( o r  t i me  o r i g i n )  t = 0  -for w h i c h  A ( t ) = D ( t >  ( i n  o t h e r  
w o r d s ,  t h e  s e r v e r  i s  i d l e  a t  t = 0 )  , t h e n  b y  c h o o s i n g  a n o t h e r  
i n s t a n t  r  such t h a t  A < t ) = D ( t > ,  we d e - f i n e  t h e  f o l l o w i n g  
v a r  i a b l e s :
n ( r >  = A ( t )  -  A ( 0 >  = t h e  t o t a l  n u mb e r  of  a r r i v a l s  d u r i n g
t h e  per  i od ( 0 , r>
X ( t > = n ( r ) / r  =  t h e  mean a r r i v a l  r a t e  d u r i n g  < 0 , t >
T h e  e n t i r e  s h a d e d  a r e a  o f  f i g .  6 . 6  ca n  b e  d e co mp o se d  i n t o  
n ( r )  s e p a r a t e  h o r i z o n t a l  s t r i p s  o f  t h e  t y p e  i l l u s t r a t e d  i n  
f i g .  6 . 3 .  T h e  a v e r a g e  l e n g t h  o f  t h e  h o r i z o n t a l  s t r i p  i s
A ( 0 ) « D ( 0 >
A (  t ) = D (  t )
F i g u r e  6 . 6  T h e  t o t a l  w a i t i n g  t i m e
W ( T > .  E n<T>,j _ j W j / n < T >  *■ T h e  mean w a i t i n g  t im e p e r
c u s t o m e r  i n  t h e  p e r i o d  < 0 , r )
I
1 3 1
S i n c e  t h e  q u a n t i t y  GK t> = A < t >  -  D<t > r e p r e s e n t s  t h e  q u e u e  
s i z e  f u n c t i o n ,  i t s  t i m e  a v e r a g e ,
Q<t > =  / gQ< t> d t / r  ....................( 6 . 2 )  ,
i s  t h e  mean qu e ue  s i z e  o v e r  t h e  p e r i o d  ( 0 , r ) .  S i n c e  e a c h  
s t r i p  h a s  t h e  w i d t h  o f  u n i t y ,  t h e  sum of  t h e  s t r i p  l e n g t h s  
i s  e q ua l  t o  t h e  sum o f  t h e  s t r i p  a r e a s .  T h e r e f o r e ,  we h a v e
E n < T ^ = 1 Wj =  / g G K t J d t  .................( 6 . 3 )
From e q . ' s  ( 6 . 2 )  and <6 .3 > we h a v e
Q ( t > =  E n < T ^ _  j Wj  / r  ................. ( 6 . 4 >
By s u b s t i t u t i n g  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  X < r )  and W < r)  i n t o  t h e  
r i g h t - h a n d  s i d e  o f  < 6 . 4 ) ,  we g e t
Q<t > «  X <r> KW<r)
I f  t h e  l i m i t s
X = 1 im X<r>
r  •* M
and
W — 1 i m  W ( r )  
r  •* m
e x i s t ,  t h e n  a l i m i t  f o r  GKt ) a l s o  e x i s t s ,  d e f i n e d  by
L “  1 i m  Q ( t > 
t  •+ *
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and t h e  t h r e e  l i m i t s  m u s t  s a t i s f y  t h e  r e l a t i o n s h i p  
L  =  XXW
T h e  p r o o f  of  t h e  a b o v e  r e s u l t s  can be seen i n  C o o p e r  ( t 9 J ,  
p p .  1 7 8 - 1 8 5 ) .  K o b a y a s h i  < C 2 4 3 ,  p .  1 2 1 - 1 2 2 )  s ho w s t h a t  
L i t t l e ' s  f o r m u l a  i s  a l s o  t r u e  f o r  any  queue d i s c i p l i n e .
F o r  f u r t h e r  i n f o r m a t i o n  a n d  r e c e n t  a p p l i c a t i o n s  o f  L i t t l e ' s  
f o r m u l a  see R a m a l h o t o ,  A m a r a l  and C o c h i  t o  [ 3 0 3  .
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V I I )  S i m u l a t i o n  o* a H o s p i t a l  W a i t i n g  L i s t  Model
7 . 1 )  I n t r o d u c t i o n
I
T h e  m o d e r n  g e n e r a l  h o s p i t a l  i s  c o m p l i c a t e d  
t e c h n i c a l l y ,  s o c i a l l y  and a r c h i t e c t u r a l 1y , and h a s  p a r t s  
t h a t  a r e  c o m p a r a b l e  w i t h  a - f a c t o r y ,  a s c h o o l  and a 
d e p a r t m e n t  s t o r e .  A  h o s p i t a l  i s  an o r g a n i c  s y s t e m ,  i n  w h i c h  
a n y  p a r t  may i n t e r a c t  w i t h  a n y  o t h e r  p a r t ,  s o  t h a t  t h e  
c o n s e q u e n c e  of  a d e c i s i o n  t o  c h a n g e  s o m e t h i n g  c a n n o t  r e a d i l y  
b e  f o r e s e e n .  When a p o s t u l a t e d  c h a n g e  i s  e x p e n s i v e ,  
i r r e v e r s i b l e  o r  r i s k y ,  o r  when t h e r e  i s  d i s a g r e e m e n t  as t o  
w h e t h e r  i t  i s  d e s i r a b l e ,  i t  i s  u n d e r s t a n d a b l e  t h a t  t h e r e  i s  
o f t e n  r e l u c t a n c e  t o  make a d e c i s i o n  f o r  c h a n g e  b e c a u s e  of  
t h e  unknown i n t e r a c t i o n  i n v o l v e d .  H o w e v e r ,  s i m u l a t i o n  can be 
u s e d  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  t h o s e  s i t u a t i o n s  i n  w h i c h  t h e  c o s t s  
a n d  t h e  r i s k s  a r e  t o o  h i g h  t o  be c a r r i e d  o u t  i n  t h e  r e a l  
w o r  I d  < 1 4 1 1 ,  p .  1 ) .
A s i m p l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  h o s p i t a l  s y s t e m  i s  
p r e s e n t e d  i n  f i g u r e  7 . 1 .  T h i s  f i g u r e  shows t h e  r o u t e  by 
w h i c h  p a t i e n t s  p a s s  i n t o  a nd o u t  o f  t h e  h o s p i t a l .  I t  
m e r e l y  i l l u s t r a t e s  t h e  mai n f l o w s  and d e l a y s  t h r o u g h  
a p p o i n t m e n t  and w a i t i n g  l i s t .  A t  i t s  s i m p l e s t ,  t h e  s i z e  o f  
t h e  w a i t i n g  l i s t  d e p e n d s  on t h e  demand f o r  t r e a t m e n t  and t h e  
r a t e  at  w h i c h  p a t i e n t s  can be  t r e a t e d .  When demand i s  
g r e a t e r  t h a n  t h r o u g h p u t ,  a qu e ue  i s  i n e v i t a b l e .  I n  r e a l i t y  
t h e  demand i s  a f f e c t e d  by  a h o s t  o f  c o m p l e x  f a c t o r s  suc h as 
m o r b i d i t y ,  p u b l i c  e x p e c t a t i o n ,  s e a s o n a l  i n f l u e n c e s ,  r e f e r r a l  
p o l i c i e s  o f  O P ' s  a n d  c o n s u l t a n t s ,  t e c h n o l o g i c a l  d e v e l o p m e n t s
1 9 8
and so o n .  B u t  t h e s e  - f a c t o r s ,  i n  g e n e r a l ,  a r e  n o t  
c o n t r o l l a b l e  a n d  h o s p i t a l  m a n a g e r s  m u s t  c o n c e r n  t h e m s e l v e s  
w i t h  h o s p i t a l  t h r o u g h p u t  C 3 2 I .
P O P U L A T I O N - _* S E LF  EMERGENCY.
GP
O . P .
W A I T I N G  L I S T
l
C O N S U L T A N T  
O . P .  D E P T .  .__
1
W A I T I N G  ____
L I S T
H O S P I T A L  4—
1 * -
D IS C H A R G E S  
AND D E A T H S
-> GP EMERGENCY.
CONSULT ANT  EMERGENCY__
F i g u r e  7 . 1  F l o w  d i a g r a m  o f  p a t i e n t s  e n t e r i n g  
h o s p i  t a l
I n  G r e a t  B r i t a i n  t h e r e  a r e  t h r e e  p r i n c i p a l  s o u r c e s  
o f  i n f o r m a t i o n  r e l a t i n g  t o  t h e  w a i t i n g  l i s t .  T h e  A n n u a l  
H o s p i t a l  R e t u r n s  ( F o r m  SH3)  w h i c h  r e g i s t e r s ,  f o r  ea ch  
s p e c i a l i t y  i n  e a c h  h o s p i t a l ,  t h e  n u m b e r  o f  p a t i e n t s  a w a i t i n g  
t r e a t m e n t  a t  31 December ea ch  y e a r  s i n c e  1 9 4 ? .  T h i s  h e a d  
c o u n t  y i e l d s  n o  i n f o r m a t i o n  a b o u t  w a i t i n g  t i m e .  T h e  H o s p i t a l  
I n - P a t i e n t  E n q u i r y  ( H I P E )  h a s  p r o v i d e d  a 10"/. s a m p l e  o f
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SYSTEM
d i s c h a r g e s  f r o m  h o s p i t a l s  w h i c h  c o n t a i n s  some i n f o r m a t i o n  
a b o u t  w a i t i n g  t i m e s  s i n c e  19 58 .  T h e  D e p a r t m e n t  o f  H e a l t h  and 
S o c i a l  S e c u r i t y ,  D H SS , commenced c o l l e c t i o n  of  i n - p a t i e n t  
w a i t i n g  t i m e  i n f o r m a t i o n  on a d i s t r i c t  b a s i s  i n  1 9 7 5  ( F o r m  
SHB 2 8 3 )  .
F ro m 1964 t o  1971 H I P E  r e p o r t e d  t h a t  t h e  mean 
w a i t i n g  t i m e  f l u c t u a t e d  b e t w e e n  1 3 . 7  and 1 4 . 8  w e e k s .  D u r i n g  
t h e  s am e p e r i o d  i n f o r m a t i o n  f r o m  SH3 i n d i c a t e d  t h a t  t h e r e  
w e r e  b e t w e e n  8 . 9  t o 9 . 5  p a t i e n t s  on w a i t i n g  l i s t s  p e r  1000 
p o p u l a t i o n  C 193 . Sna i  t h  C573 r e p o r t e d  t h a t  96’/. o f  t h o s e  
p a t i e n t s  w a i t i n g  f o r  t r e a t m e n t  w e r e  i n  s u r g i c a l  
s p e c i a l i t i e s ;  w i t h  26’/. i n  g e n e r a l  s u r g e r y ,  16’/. i n  t r a u m a t i c  
and o r t h o p a e d i c  s u r g e r y ,  18'/. i n  o t o r h i n o l a r y n g o l o g y  and 14X 
i n  g y n a e c o l o g y  as t h e  p r i n c i p a l  c a t e g o r i e s .
D e s p i t e  t h e  p e r i o d i c a l  c o l l e c t i o n  o f  d a t a  f r om  
w a i t i n g  l i s t s ,  some c a r e  h as t o  be t aken i n  i n t e r p r e t i n g  
t h e s e  d a t a .  F o r  many r e a s o n s  w a i t i n g  l i s t s  can g i v e  i n f l a t e d  
f i g u r e s .  A d m i s s i o n  t o  a n o t h e r  h o s p i t a l ,  p a t i e n t  r e c o v e r y ,  
d e a t h ,  w i l l i n g n e s s  t o  p u t  up  w i t h  t h e  c o m p l a i n t  a n d  o t h e r  
r e a s o n s  a r e  a l l  e n c o u n t e r e d .  I n  a s t u d y  r e p o r t e d  b y  Y a t e s  
C64J a b o u t  t h e  r e p l i e s  o f  450 l e t t e r s  s e n t  t o  p a t i e n t s  who 
had b e e n  t h e  l o n g e s t  on a w a i t i n g  l i s t  showed t h a t  22!/. 
w a n t e d  t o  be t a k e n  o f f  t h e  l i s t ,  28’/. d i d  n o t  r e p l y  and o n l y  
46 /  w e r e  a c t u a l l y  a v a i l a b l e  f o r  a d m i s s i o n .
T h e  DHSS i n  G r e a t  B r i t a i n  has d i s t i n g u i s h e d  two 
t y p e s  o f  m e d i c a l  p r i o r i t i e s  i n  a h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t s i  
U r g e n t  and N o n - U r g e n t  c a s e s .  T h e  DHSS h as deemed t h a t  t h e
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U r g e n t  c a s e s  s h o u l d  w a i t  - for no m o r e t h a n  a month and the 
N o n - U r g e n t  c a s e s  - f o r  no m o r e  t h a n  a y e a r .  D e s p i t e  t h i s  
r e c o m e n d a t i o n  i t  h a s  been r e p o r t e d  t h a t  b e t w e e n  1977 and 
1979 t h e  p r o p o r t i o n  of  u r g e n t  c a s e s  t h a t  h a d  t o  w a i t  f o r  
m o r e  t h a n  a mo n th  i n  a l l  s u r g i c a l  s p e c i a l i t i e s  r o s e  f rom two 
t h i r d s  t o  t h r e e  q u a r t e r s  C 1 8 ] .  Y e a t e s  [ 6 5 ]  made a s t u d y  i n  
v a r i o u s  c i t i e s  i n  E n g l a n d  and r e p o r t e d  b i g  d i f f e r e n c e s  in 
t h e  p e r c e n t a g e s  o f  u r g e n t  p a t i e n t s  w a i t i n g  f o r  mor e  than one 
m o n t h  on an U r o l o g y  i n - p a t i e n t  w a i t i n g  l i s t }  t h e  r a n g e  was 
f r o m  2 6 .7 V . t o  8 4 .  4 V ..
T h e  i n c r e a s e  i n  t h e  w a i t i n g  t i m e  f o r  u r g e n t  c a s e s  
c a n  v a r y  f r o m  h o s p i t a l  t o  h o s p i t a l .  T h e r e f o r e  t h e  c o u r s e s  of  
a c t i o n  a l s o  h a v e  t o  be d i f f e r e n t .  When i t  i s  d e c i d e d  to 
r e d u c e  t h e  l e n g t h  o f  t h e  l i s t  b y  i n c r e a s i n g  r e s o u r c e s  as a 
me a ns  o f  d e c r e a s i n g  t h e  w a i t i n g  t i m e ,  some c a r e  h a s  t o be 
t a k e n  b e c a u s e  t h e  i n c r e m e n t  o f  r e s o u r c e s  d o e s  n o t  a l w a y s  
l e a d  t o  a r e d u c t i o n  i n  t h e  l e n g t h  o f  t h e  l i s t .
F r o s t  [ 3 0 ]  te C31]  sh owe d t h a t  a IV. i n c r e a s e  in 
c o n s u l t a n t s  p r o d u c e s  an i n c r e m e n t  i n  t h e  l e n g t h  o f  t he  
w a i t i n g  l i s t .  He d e m o n s t r a t e d  t h a t  a f t e r  t w o  y e a r s  t he  
i n c r e m e n t  i n  t h e  l i s t  w o u l d  be . 7 BV. a nd  a f t e r  f i v e  y e a r s  
. 9 5 V .  F r o s t  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  w a i t i n g  l i s t s  e x i s t  b e c au s e 
c o n s u l t a n t s  a r e  a b l e  t o  c o n t r o l  t h e i r  own w o r k  l o a d .
M e i g h t m a n  [ 6 3 ]  s t a t e s  t h a t  an a d m i s s i o n  f r o m  a 
w a i t i n g  l i s t  r e p r e s e n t s  a c o m p r o m i s e  b e t w e e n  c o m p e t i n g  
r e s p o n s i b i l i t i e s .  F i r s t l y ,  t h e r e  i s  t h e  d u t y  t o  e a c h  p a t i e n t  
r e q u i r i n g  s u r g i c a l  t r e a t m e n t  t o  a r r a n g e  h i s  a d m i s s i o n
a c c o r d i n g  t o h i s  m e d i c a l  n e e d s  t a k i n g  i n t o  c o n s i d e r a t i o n  t he 
l i k e l y  c o u r s e  of  h i s  d i s e a s e  i f  a d m i s s i o n  i s  d e l a y e d ,  t h e  
• f re qu enc y and s e v e r i t y  o-f d i s t r e s s i n g  sy mptoms and t h e  
p a t i e n t ' s  a b i l i t y  i n  t h e  i n t e r i m  t o w o r k  o r  t o  r u n  a 
h o u s e h o l d .  On t h e  o t h e r  s i d e  o-f t he  b a l a n c e  i t  i s  e nc umbe nt  
upon m e d i c a l  and a d m i n i s t r a t i v e  sta-f-f t o  u t i l i z e  t h e  
a v a i l a b l e  r e s o u r c e s  t o t h e  f u l l .
C o n s i d e r i n g  t h e  a b o v e  s t a t e m e n t ,  we h a v e  d e f i n e d  a 
model  w h i c h  r e p r e s e n t s  t h e  p r o c e s s  of  a d m i s s i o n  f r o m  a 
h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t .  One o f  o u r  p u r p o s e s  i s  t o  a n a l y z e  t he  
b e h a v i o u r  of  t h e  w a i t i n g  t i m e  d i s t r i b u t i o n  when t h e  h o s p i t a l  
w a i t i n g  l i s t  model  i s  r e p r e s e n t e d  as a q u e u e i n g  s y s t e m  w i t h  
0= 1 ; u n d e r  t he  c o n d i t i o n  < p= l>  we assume t h a t  t h e  r e s o u r c e s  
a r e  u s e d  t o  t h e i r  maximum c a p a c i t y ,  b e c a u s e  t h e  s u p p l y  o f  
m e d i c a l  s e r v i c e  i s  m a t c h e d  t o  t h e  demand o f  t h i s  s e r v i c e  
< l /X =l /» *>  . A n o t h e r  p u r p o s e  i s  t o  show t h e  s t a t i s t i c a l  
e f f e c t s  i n  t h e  w a i t i n g  t i m e  d i s t r i b u t i o n  f o r  e v e r y  m e d i c a l  
p r i o r i t y  i n  t h e  l i s t ,  when t h e  m e d i c a l  n e e d s  o f  t h e  p a t i e n t s  
a r e  t a k e n  i n t o  c o n s i d e r a t i o n  t o  d e f i n e  t h e  p o l i c i e s  of  
admi s s i  on .
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7 . 2 )  Genera l  O b j e c t i v e s
T h e  ge ne ra l  o b j e c t i v e s  of  t h i s  c h a p t e r  i s  to 
a n a l y z e  the  p r o c e s s  of  a d m is s io n  -from a h o s p i t a l  w a i t i n g  
l i s t ,  seen as a qu e u e i n g  p r o c e s s ,  w i t h  the - f o l l o w i n g  
c h a r a c t e r i s t i c s !
-  qu e u e i n g  d i s c i p l i n e  b a s ed  on a Dynamic P r i o r i t y  
Di  sc i p i i  ne
-  th e  queue d i s c i p l i n e  i s  n o n - p r e e m p t i v e
-  th e  a r r i v a l s  and the a d m is s io n s  r a t e s  a r e  equal  
< p - l >
-  th e  a r r i v a l s  and a d m i s s i o n s  p a t t e r n s  a r e  in 
b a t c h e s  and a r e  s t a t i o n a r y  p a t t e r n s
-  th e  a r r i v a l s  i n t e r v a l s  a r e  c o n s t a n t  an d  the number 
o f  a r r i v a l s  p e r  u n i t  o f  t ime i s  a random v a r i a b l e
-  t h e r e  a r e  no ' i m p a t i e n t  c u s t o m e r s '
*
T h e  pr oblem i s  t o  f i n d  out  how t h e  w a i t i n g  t ime f o r  each 
m e d i c a l  p r i o r i t y  i s  a f f e c t e d  by  d i f f e r e n t  c o n d i t i o n s  in  a 
h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t s  the  c o n d i t i o n  P“ 1 J u s t i f i e s  the use 
o f  s i m u l a t i o n  t o  s o l v e  t h i s  p r o b le m  ( c h a p t e r  V I ) .
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7 . 3 )  Model of  a H o s p i t a l  W a i t i n g  L i s t
Th e  d e s ig n  of  a genera l  model  f o r  a h o s p i t a l  
w a i t i n g  l i s t  i s  a d i f f i c u l t  task beca us e  of the d i f f e r e n t  
t y p e s  of  demands and r e s o u r c e s  i n v o l v e d  in each h o s p i t a l .  
How ev er ,  some g e n e r a l  c h a r a c t e r i s t i c s  c o u l d  be i d e n t i f i e d  on 
the  w a i t i n g  l i s t .  T h e s e  c h a r a c t e r i s t i c s  ares
-  A r r i v a l s ■-  A c e r t a i n  number of  new p a t i e n t s  are 
p la c e d  on th e  w a i t i n g  l i s t  e v e r y  week. Each new 
p a t i e n t  i s  a s s i g n e d  some type  o f  p r i o r i t y  to  d e f i n e  
h i s  need f o r  b e i n g  h o s p i t a l i z e d .
„ 7  Admi s s i  o n s . -  A  number of  p a t i e n t s  are wi t hdr aw n 
from the w a i t i n g  l i s t  f o r  h o s p i t a l i z a t i o n  e v e r y  
week.
-  W a i t i n g  P a t i e n t s . -  A f t e r  the a r r i v a l s  and ad m iss io n s  
a number of  p a t i e n t s  s t a y  on t h e  w a i t i n g  l i s t .
U s in g  the above  c h a r a c t e r i s t i c s ,  we d e f i n e d  our 
model of  a h o s p i t a l  M a l t i n g  l i s t  as f o l l o w s !
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Now, to  Know the a d m i s s i o n *  p r o c e d u r e s  in  our  
m o d e l ,  i t  i s  n e cc e s a r y  to  s p e c i f y  t h e  p o l i c i e s  of  adm iss ion  
or  s e t  of r u l e s  th at  d e f i n e  the  t y p e  and number of  p a t i e n t s  
to be h o s p i t a l i z e d  f rom the  w a i t i n g  l i s t .
Th e  problem in  d e f i n i n g  th e  p o l i c i e s  of  ad miss ion  
in  a h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t  i s  t h a t  u s u a l l y  t h e r e  a r e  
p a t i e n t s  who r e q u i r e  to  be h o s p i t a l i z e d  more u r g e n t l y  than 
o t h e r s ,  but at  the same t i m e  t h e r e  a r e  p a t i e n t s  who have 
been w a i t i n g  f o r  a lo n g  t i m e  and f o r  h u m a n i t a r i a n  grounds  
have t o  be a d m it t e d  a f t e r  a c e r t a i n  number o f  weeks .  The  
p r i n c i p l e  t h a t  we used to  d e f i n e  t h e  p o l i c i e s  of  a d m iss ion  
in  t h e  s i m u l a t i o n  model was the  f o l l o w i n g i
" T h e r e  i s  a maximum number  of  w a i t i n g  weeks  f o r  e v e r y
I
d i f f e r e n t  ty pe  of  p a t i e n t  on t h e  w a i t i n g  l i s t )  i f  a 
p a t i e n t  has been w a i t i n g  more than h i s  maximum, he 
becomes the  next  p o t e n t i a l  a d m i s s i o n .  When t h e r e  i s  
mor e  than one p o t e n t i a l  a d m i s s i o n ,  FCFS  d i s c i p l i n e  i s  
a p p l i e d .  Th e  most u r g e n t  c a s e s  have p r e f e r e n c e  in  case 
o f  a t i e .  ■
Then to  a p p l y  t h e  th e  above  p r i n c i p l e  we need to  
d e v e l o p  a mechanism t h a t  c o m b in e s  th e  m e d ic a l  p r i o r i t y  and 
the w a i t i n g  t i m e .  T h e  mechanism we used was based  on a 
s c o r i n g  syst em .  T h i s  sy stem i s  d e f i n e d  in  t h e  next  s e c t i o n .
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7 . 3 . 1 )  S c o r i n g  System
T h e  p o l i c y  of  a d m is s io n  a p p l i e d  in ou r  h o s p i t a l  
w a i t i n g  l i s t  model was based on a s c o r i n g  s y st e m ,  which i s  
d e f i n e d  by the  f o l l o w i n g  s t e p s !
a) A c c o r d i n g  to  the  medica l  p r i o r i t y  each p a t i e n t  a t  
the  t im e of  a r r i v a l  to  the w a i t i n g  l i s t  i s  
a s s i g n e d  an I n i t i a l  Sc or e .  We i d e n t i f i e d  t h i s  
i n i t i a l  s c o r e  by  t h e  symbol I S ^ ;  k r e f e r s  to  the 
medica l  p r i o r i t y .  T h e  most u r ge nt  c a s e s  have 
h i g h e r  I S  than th e  l e s s  u r ge n t  c a s e s ,
!V  I S K+ 1
( t h e  lo w e r  the  in d e x  k the h i g h e r  t h e  p r i o r i t y )
b) T h e  s c o r e  o f  e v e r y  p a t i e n t  i s  in cr e m e n te d  by  one 
u n i t  e v e r y  w a i t i n g  week,
Sk , t  "  S k , t - 1  + 1 I s k , 8 I S .
( S ^  t i S c o r e  a f t e r  t weeks on the  l i s t  
f o r  p a t i e n t  w i t h  p r i o r i t y  k>
c )  P a t i e n t s  w i t h  th e  h i g h e s t  s co r e s  a r e  w i thdrawn 
f rom th e  w a i t i n g  l i s t  f o r  a d m i s s i o n .
d)  T h e  most u r g e n t  c a s e s  have p r e f e r e n c e  in the  
event  of  a t i e  in  th e  s c o r e s .
What we a r e  r e a l l y  p r o p o s i n g  in  the S c o r i n g  System 
i s  to  a r t i f i c i a l l y  change the  w a i t i n g  t ime at t h e  a r r i v a l  
p o i n t  and then  s e l e c t  those  p a t i e n t s  w i t h  the I ohg est  
a r t i f i c i a l  w a i t i n g  t i m e ,  g i v i n g  p r e f e r e n c e  f o r  u r g e n t  cases  
in  the e v e n t  o f  a t i e .  In  o t h e r  w or d s ,  we use t h e  queueing
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d i s c i p l i n e  F i r s t - C o m e - F i r s t - S e r v e d  <FCFS> w i t h  a r t i f i c i a l  
w a i t i n g  t i m e s .  A p p l i c a t i o n s  o f  t h i s  ty p e  of  system can  be 
seen in  F o r d y c e  it P h i l l i p s  C 2 8 J ,  Luckman te M ur r a y  C423 and 
Phoen i x [ 5 2 ]  .
7 . 3 . 2 )  A s s u m p t i o n s
T o  s t u d y  t h e  e f f e c t s  of  the S c o r i n g  System we 
made the f o l l o w i n g  a s s u m p t i o n s  in  the h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t  
m od e l i
i )  Th e  t o t a l  number o f  a r r i v a l s  per  week,  A r r . , i s  
an i n d ep e n d e n t  i d e n t i c a l l y  d i s t r i b u t e d  < i i d )  
random v a r i a b l e ,  w i t h  expected  v a l u e  MU and 
s t a n d a r d  d e v i a t i o n  SO.
i i >  The  t o t a l  number o f  ad m iss io n s  per week,  ADM, i s  
c o n s t a n t  and i s  equ al  to  MU,
ADM -  MU 
which  i m p l y s  1 .
i i i )  Two t y p e s  of  m e d i c a l  p r i o r i t i e s  a r e  i d e n t i f i e d  
on the  h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t i
-  U r g e n t  c a s e s
-  N o n - U r g e n t  cases
I
iv> Th e  p r o p o r t i o n  o f  u r g e n t  a r r i v a l s  each week 
f o l l o w s  a b i n o m i a l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  f i x e d  p .
v )  Th e  i n i t i a l  s c o r e  f o r  Ur g e n t  cases i t  g r e a t e r  
than z e r o )  f o r  N o n - U r g e n t  cases  i t  i s  a l w a y s  
z e r o .  Be cause  of  t h i s  a s s u m p t i o n ,  we w i l l  use  IS
I
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w i t h o u t  a n y  index  to  i n d i c a t e  the i n i t i a l  sco re  
■for u r g e n t  cases .
v i )  Th e  m e d i c a l  p r i o r i t y  ca nnot  be changed.
v i i )  Th e  p r o p o r t i o n  of  l o s t  p a t i e n t s  i s  z e r o .
v i i i )  Th e  p r o p o r t i o n  of  p a t i e n t s  who r e j e c t  the 
a d m is s io n  i s  z e r o .
7 . 3 . 3 )  M a t h e m a t i c a l  Model
...........  Th e  t o t a l  1 ength  of  the  w a i t i n g  l i s t ,  s y m b o l i z e d
by Q, can be r e p r e s e n t e d  by the  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  a f t e r  
' t '  s i m u l a t e d  weeks:
Q<t> -  Q0 + l  < A r r j  -  ADM >
Q0 : I n i t i a l  P o p u l a t i o n ,  the v a l u e  of  Q at  the 
b e g i n n i n g  of  the  s i m u l a t i o n  
A r r j i  T o t a l  number of  a r r i v a l s  in  the  i - t h  week 
ADM i T o t a l  number of  a d m i s s i o n s  per  week ( c o n s t a n t )
T h e n ,
E<Q( t > > -  Q0 ♦ tX(MU-ADM)
-  Q0 | ADM -  MU
and the  v a r i a n c e ,
V a r ( Q < t > > -  V a r < X < A r r j - A D M ) )
-  tXUar <A r r   ^ -  ADM)
■* t X V a r ( A r r . )  So,
So,  a n o n - s t a t i o n a r y  p r o c e s s  i s  p ro d u ce d  in  V a r i Q * * * ) ,  as 
i t s  v a l u e  depends on the  t i m e .  I f  V a r ( A r r ^>*0,  then the  n o n -
1 6 8
s t a t i o n a r y  p rob le m  w i l l  no t  p r e s e n t  i t s e l f ;  in these 
c o n d i t i o n s  Q i s  a lways equal  t o  Q0 , a s i t u a t i o n  d i f f i c u l t  to  
f i n d  i n  a r e a l  w a i t i n g  l i s t .  T h e r e f o r e ,  to  t a c k l e  t h e  n o n -  
s t a t i o n a r y  pro ble m and at  the same t im e have c o n d i t i o n s  
c l o s e  t o  a r e a l  w a i t i n g  l i s t ,  we impose some c o n t r o l  i n  the 
a r r i v a l s  p a t t e r n  to m a i n t a i n  Q v e r y  c l o s e  to Q 0 . Th e  
p r o c e d u r e  was as f o l l o w s :
-  I f  Q was above a c e r t a i n  l i m i t ,  then the  
a d m is s io n s  were  i n c r e a s e d .
-  I f  Q was below a n ot h e r  l i m i t ,  then the a d m i s s i o n s  
we re  d e cr ea s e d .
As a consequence  of  t h i s  c o n t r o l ,  i t  was n e c c e s s a r y  t o  
i n t r o d u c e  the f o l l o w i n g  v a r i a b l e s  in ou r  s i m u l a t i o n  m o d e l :
L E . -  T h e  d i s t a n c e  aroun d  Q0 t h a t  d e f i n e s  the  normal
l i m i t s  w i t h i n  wh ic h  i t  i s  r e q u i r e d  to  m a i n t a i n  Q:
-  Lower L i m i t :  Q0 -L E
-  Upper L i m i t :  Q0+LE
( t h e s e  l i m i t s  w i l l  be r e f e r r e d  as the  ' n o r m a l
I
l i m i t s '  f o r  Q)
A D . -  Ad j u s tm e n t  i n  the  a d m is s io n s  to  be a p p l i e d
iI
when Q i s  out  of  i t s  normal l i m i t s .
We c o u l d  have a d j u s t e d  the  a r r i v a l s  i n s t e a d  of  the 
a d m i s s i o n s ,  b u t  we c o n s i d e r e d  th a t  th e  h o s p i t a l  ma n a ge rs  
have more  c o n t r o l  over  the  a d m is s io n s  than ove r  the  
a r r i v a l s .  A l s o  we c o n s i d e r e d  t h a t  c o n t r o l  in t h e ' a r r i v a l s  
would  mean t r a n s f e r i n g  the  problem t o  another  h o s p i t a l  | t h i s  
would  be s a t i s f a c t o r y  f o r  the  p a t i e n t s  i f  they w o u l d  r e c e i v e
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imm ediate  medica l  a t t e n t i o n ,  b ut  i f  n o t ,  the p r o b l e m  of 
w a i t i n g  t im e would  c o n t i n u e .
Now, due to  t h e  random f a c t o r  i n v o l v e d  i n  our 
model of  a h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t ,  some care  has to  be taken 
when Q i s  out of  i t s  n or m a l  l i m i t s  because t h i s  c o u l d  be 
J u s t ,  a tem po ra ry  f l u c t u a t i o n  <See f i g u r e  7 . 3 ) .  For  t h i s  
p o s s i b l e  f l u c t u a t i o n ,  w e  d e c i d e d  to i n t r o d u c e  a d e l a y  to 
i d e n t i f y  the need f o r  a d j u s t m e n t  in the  a d m i s s i o n s .  The  
d e f i n i t i o n  of t h i s  d e l a y  was:  when Q i s  out of  i t s  normal 
l i m i t s  d u r i n g  a c e r t a i n  number of  c o n s e c u t i v e  w e e k s ,  then we 
d e c i d e d  t h a t  an a d j u s t m e n t  in  th e  a d m is s io n s  was n e e d e d .
T h i s  d e l a y  was i d e n t i f i e d  by th e  symbol D l .
Q
N o n - C o n t r o l  * ^  ^ 
\  X  N
\ _______ /  V
C o n t r o l ^
Weeks
Upper L i m i t  ( Q 0  + LE)
Lower L i m i t  ( Q 0 - L E )
F i g u r e  7 . 3  Q a g a i n s t  the t ime (weeks)
Because
a d ju s t m e n t  in the 
second d e l a y ,  D2 ,
o f  t h e  u n c e r t a i n t i e s  in d e c i d i n g  the 
a d m i s s i o n s ,  i t  was n e c e s s a r y  to  d e f i n e  a 
i n d e p e n d e n t  o f  D l .  T h i s  d e l a y ,  0 2 ,  w i l l
l
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de-fine the t ime when th e  a dju stm en t  in  the a d m is s io n s  w i l l  
be o p e r a t e d !  in a r e a l  s i t u a t i o n  D2 a l l o w s  the h o s p i t a l  
manager t ime -for p l a n n i n g  the changes i n  the number of 
admi ss i  o n s .
7 . 3.4> Admiss ion  P a t t e r n
I
In  summary th e  g e n e r a l  r u l e s  f o r  the a d m is s io n s  
p a t t e r n  a r e i
a> I f  Q i s  between Q0 ♦ L E ,  then the t o t a l  number of
I
a d m i s s i o n s  w i l l  be equal t o  the ex p e c te d  number 
of a r r i v a l s .
b)  I f  Q i s n o t  between Q0 ± LE  d u r i n g  D1
c o n s e c u t i v e s  week s ,  then the  t o t a l  number of 
a d m i s s i o n s  w i l l  s t a r t  to  be m o d i f i e d  in  
in D2 w e e k s '  t i m e s .  Th e  c r i t e r i a  f o r  the
a d ju s t m e n t  in t h e  a d m is s io n s  i s i
«
b . 1) I f  Q > Q0 ♦ L E ,  then  the t o t a l  number of 
a d m i s s i o n s  w i l l  be equal  to MU + AD.  
b . 2 )  I f  Q < Q0 -  LE ,  then the t o t a l  number of 
a d m i s s i o n s  w i l l  be equal  to  MU -  AD 
c> When t h e  a d ju s tm e n t  in  t h e  a d m is s io n s  i s  b e in g  
a p p l i e d  and Q f e l l  w i t h i n  i t s  normal l i m i t s  in 
the p r e v i o u s  w eek ,  then th e  ad ju s tm e n t  w i l l  l a s t  
f o r  t h e  next  D2 weeks.  T h e  same r u l e  i s  a p p l i e d  
when Q jumps  f r o m  one of  i t s  normal l i m i t  to the 
o t h e r .
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7 . 3 . 5 >  Measures  of  E f f e c t i v e n e s s
T o  a n a l y z e  how the  a d m is s io n s  p a t t e r n  and the 
s c o r i n g  system a r e  a f f e c t i n g  the  b e h a v i o u r  of  the h o s p i t a l  
w a i t i n g  l i s t  m od e l ,  we made the  f o l l o w i n g  c a l c u l a t i o n s :
............  i> The  a r i t h m e t i c  mean of  the  w a i t i n g  t imes  of
those p a t i e n t s  a d m i t t e d  in  one yea r  <52 weeks)  
f o r  each p r i o r i t y .  Me w i l l  r e f e r  to  t h i s  mean b y  
the symbol W;  | i *  1 Ur g e n t  c a s e s ,  i “  2 
N o n - U r g e n t  c a s e s .  i s  c a l c u l a t e d  w i t h  the 
r e a l  w a i t i n g  t im e  and n o t  w i t h  the  a r t i f i c i a l  
w a i t i n g  t im e  i n v o l v e d  i n  the S c o r i n g  System.
i i >  Th e  a r i t h m e t i c  mean of  the  number of p a t i e n t s  
w a i t i n g  e v e r y  week d u r i n g  one y e a r  ( 5 2  weeks)  
f o r  each p r i o r i t y .  He w i l l  r e f e r  to  t h i s  mean 
by  the  symbol Qj  ; i ■ 1 U r g e n t  c a s e s ,  i “  2 
N o n - U r g e n t  c a s e s .
S o ,  Wj and  Qj summar ize  th e  w a i t i n g  t im e s  and s i z e  of  t h e  
w a i t i n g  l i s t  t h a t  o c c u r  d u r i n g  y e a r  in ou r  s i m u l a t i o n  m o d e l .
I
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7 . 3 . 6 )  C o n s e q u e n c e s
A s  u r g e n t  and n o n - u r g e n t  c a s e s  r e c e i v e  a l m o s t  t h e  
same t r e a t m e n t  o nc e t h e y  become p o t e n t i a l  a d m i s s i o n s ,  Me 
e x p e c t  t h e  f o l l o M i n g  r e s u l t s  when t h e  i n i t i a l  s c o r e  -for 
u r g e n t  c a s e s  i s  e q u a l  t o  z e r o ,  I S = 0 1
a )  No d i f f e r e n c e  in the m e a n  Mai ting t i m e  b e t M e e n
I
p r i o r i t i e s ,
Wj S  w2
b)  The  mean number of p a t i e n t s  on the l i s t  per  
p r i o r i t y  on the l i s t  should  be p r o p o r t i o n a l  to  
the a r r i v a l s  r a t e i
Q 1 - 00 X PU
° 2  - Q0 X < 1-PU)
< PU i P r o p o r t i o n  of Urgent A r r i v a l s  >
T h e s e  r e s u l t s  M er e  u s e f u l  i n  c o r r e c t i n g  and v a l i d a t i n g  t h e  
c o m p u t e r  p r o g r a m  t h a t  s i m u l a t e d  t h e  h o s p i t a l  M a l t i n g  l i s t  
m o d e l .
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7 . 4 )  V a r i a b l e s
In t h i s  s e c t i o n  we p r e s e n t  a summary of  the 
v a r i a b l e s  d e f i n e d  in  the model of  a h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t .  
Th e s e  v a r i a b l e s  a r e i
1> Q0 i I n i t i a l  p o p u l a t i o n  on the  w a i t i n g  
l i s t  i n c l u d i n g  u r g e n t  and n o n - u r g e n t  
c a s e s .
...........  2) MU i E x p e c t e d  number of  a r r i v a l s  per  week,  
i n c l u d i n g  u r g e n t  and n o n - u r g e n t  c a s e s .
3) IS  1 I n i t i a l  S c o r e  a s s i g n e d  t o  u r g e n t  c a se s  at  
the  t im e  of  t h e i r  a r r i v a l  on th e  w a i t i n g  
l i s t .
4> PU I E x p e c t e d  p r o p o r t i o n  of  u r g e n t  a r r i v a l s  per  
w eek .
5) SD i S t a n d a r d  D e v i a t i o n  in t h e  a r r i v a l s  
p a t t e r n .
6> 01 ST i S t a t i s t i c a l  d i s t r i b u t i o n  f o r  the  a r r i v a l s  
p a t t e r n .
7) LE i
t
D i s t a n c e  a r ou nd  Q0 to  d e f i n e  th e  'no rm al  
l i m i t s '  f o r  t h e  t o t a l  l e n g t h  of  the  l i s t ,
-  Lower L i m i  t Q0 -  LE
-  Upper L i m i t  Q0 ♦ LE
8> AD 1 A d j u s t m e n t  in  t h e  a d m is s io n s  when Q i s  out  
of  i t s  'n o r m a l  l i m i t s ' ,
-  I f  Q < Q0 -  L E ,  then 
A d m i s s i o n s  “  MU -  AD
-  I f  Q > 00 f  L E ,  then 
A d m i s s i o n s  «  MU ♦ AD
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9) D 1
10) D2
11)
12) Q i
i D e l a y  on e.  Number of  c o n s e c u t i v e  weeks that 
Q i s  out  of  i t s  'n ormal  l i m i t s ' .  T h i s  
d e l a y  d e f i n e s  wh e th e r  AD i s  n e c e s s a r y .
• D e l a y  two.  Number of  weeks to  s t a r t  AD, once 
i t  i s  d e c i d e d  t h e r e  i s  need f o r  t h e  
a d ju s tm e n t  in  the  a d m is s io n s ,  
i A r i t h m e t i c  Mean w a i t i n g  t i m e  f o r  t h e
a d m i s s i o n s  d u r i n g  one year  in  each medica l  
p r i o r i t y .
i A r i t h m e t i c  Mean number of  p a t i e n t s
p e r  week on the w a i t i n g  l i s t  d u r i n g  one 
y e a r  in  each m e d ic a l  p r i o r i t y .
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? . 5 >  C o m p u t e r  P r o g r a m
Due to  the l o c a l  computer f a c i l i t i e s  a v a i l a b l e ,  
the h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t  model was s i m u l a t e d  w i t h  the  
computer  language  FORTRAN 77 ( 4 5 1 .  Th e  co mputer  program 
c o n s i s t e d  of  f o u r  main s u b r o u t i n e s !
S u b r o u t i n e  
i> I N I T I A  
i i >  ADMISS
i i i >  PRIORY
iv> SELECT
Ta sk
Se t  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
D e f i n e  the  t o t a l  number 
o f  ad mis s io ns  
A l l o c a t e  the  m e d ic a l  
p r i o r i t i e s
S e l e c t  p a t i e n t s  w i t h  the  
h i g h e s t  s c o r e s
Th e  a r r i v a l s  p a t t e r n s  were g e n e r a t e d  u s i n g  NAG 
s u b r o u t i n e s  C 4 8 I .  A normal  and u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n  were 
used i n  the  a r r i v a l s  p 'a t t e r n .  W i t h  the normal  d i s t r i b u t i o n  
the  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m  was a p p l i e d !
I
1> x < -  G05DDFC A  , B ) | A i n d i c a t e s  the mean and
B the  s t a n d a r d  d e v i a t i o n
2> ARRIV  < -  N I N T  < x >
O09DDF<A,B> i s  a NAB s u b r o u t i n e  th at  g e n e r a t e s  samples  f rom a 
normal d i s t r i b u t i o n  u s i n g  the a l g o r i t h m  of  B r e n t  C 133,  w hi c h  
i s  based  on F o r y s t h e ' s  method < s e c t i o n  2 . 2 . 3 >  .
To  g e n e r a t e  t h e  t o t a l  number of  a r r i v a l s  w i t h  a 
U n i fo r m  o r  R e c t a n g u l a r  d i s t r i b u t i o n ,  U < a , b > ,  t h e
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II ' f o l l o w i n g  a l g o r i t h m  was u s e d :
i i
1) u < -  G05CAF( u >
i i - 1
2) ARRIV -  a + I N T I  < ( b -a >  ♦ 0 . 9 9 9  >XUj J
G85CAF i s  a NAG s u b r o u t i n e  whic h  r e t u r n s  a pseudo—random 
number w i t h  a U n i f o r m  d i s t r i b u t i o n  between z e r o  and one,  
U < 0 , 1 > .  T h i s  s u b r o u t i n e  uses  the f o l l o w i n g  m u l t i p l i c a t i v e  
c o n g r u e n t i a l  g e n e r a t o r  ( s e c t i o n  3 . 3 . 1 )
13 59
X ■ 13 X X  <MOD 2 >
' i i — 1
I
where  X0~ 2 n + 1 ,  n i s  a p o s i t i v e  i n t e g e r .
13Because 13 $ 3 or  5 (mod 8 ) ,  the  above g e n e r a t o r  does not
r e a ch  i t s  maximum p o s s i b l e  p e r i o d ,  which i s  257 ( s e e  s e c t i o n
3 . 3 . 2 ) .  H ow e v e r ,  we d e c i d e d  to  use i t  to s a v e  programming  
t i m e .
Th e  PRIORY s u b r o u t i n e  ( a l l o c a t i o n  of  p r i o r i t i e s )
. i s . d e s c r i  bed  in  th e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m :
1) For  J -  1 to  ARRIU do
1 .1 )  u < -  G05CAF ( u )
k k -1
1 .2 )  I f  u < PU,  URG < -  URG ♦ 1
k
2)  NOURO < -  ARRIV  -  URG
3)  R e t u r n
A R R IV  i T o t a l  number of  a r r i v a l s  ( U r g ' s  and N o n - U r g ' s  
c a se s )
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P U i  E x p e c t e d  p r o p o r t i o n  o f  U r g e n t  a r r i v a l s
URGi  Number o f  U r g e n t  a r r i v a l s  
NOURGi  Number  o f  N o n - U r g e n t  a r r i v a l s
T h e  a l g o r i t h m  f o r  A D MI SS  s u b r o u t i n e  ( a d m i s s i o n s  p a t t e r n )
Ma s i
1) I f  Q < Q 0 - L E , o r ,  Q > Q 0 + L E ,  g o  t o  s t e p  4
2)  ADMS < -  MU , u n l e s s  an a d j u s t m e n t  i n  t h e  
a d m i s s i o n s  h a s  been p ro g ra mm ed  f o r  t h i s  Meek.
3)  R e t u r n
4> I f  Q > Q 0 + L E , go t o  s t e p  8
5)  Q < Q 0 - L E  f o r  ' D l '  c o n s e c u t i v e  M e e k s ?
I f  n o t ,  go t o  s t e p  2
6 )  I n  ' D 2 '  M e e k s ,  ADMS < -  MU - AD  ( a d j u s t m e n t  i n  
t h e  a d m i s s i o n s )
7 )  Go t o  s t e p  2
8)  Q > Q0 + L E  f o r  ' D l '  c o n s e c u t i v e  M e e k s ?
I f  n o t ,  go t o  s t e p  2
9 )  I n  ' D 2 '  M e e k s ,  ADMS < -  MU+AD ( a d j u s t m e n t  i n  t h e  
admi s s i  o n s )
10)  Go t o  s t e p  2
F o r  t h e  S E L E C T  s u b r o u t i n e  ( h i g h e s t  s c o r e )  t h e  a l g o r i t h m  m s s i
1) F o r  J - l  t o  ADMS do
1 . 1 )  S e l e c t  t h e  p a t i e n t  M i t h t h e  h i g h e s t  s c o r e
1 . 2 )  M i t h d r a w  f r o m  t h e  M a l t i n g  l i s t  t h e  
s e l e c t e d  p a t i e n t
1 . 3 )  R e g i s t e r  t h e  M a l t i n g  t i m e  i f  ' t he  number  
o f  Me e k s  s i m u l a t e d  i s  g r e a t e r  t h an  50
2 )  R e t u r n
I
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II n  S E L E C T  s u b r o u t i n e ,  t h e  v a r i a b l e  '  A D M S '  i s  p r o v i d e d  b y  t h e  
s u b r o u t i n e  A D M I S .
S o ,  t h e  a l g o r i t h m  -for t h e  m a i n  p r o g r a m  w a s :
I
1) C a l l  I N I T I A
2)  F o r  j - 1  t o  WEEKS do
2 . 1 )  C a l l  ADMISS
2 . 2 )  x < -  G05DDFC A , B)
2 . 3 )  A R R I V  < -  N I N T  < x )
2 . 4 )  C a l l  PRIORY
2 . 5 )  C a l l  S E L E C T
3 )  C o m p u t e  W^ t* Q.
4 )  P r i n t  Wj ftc Q.
5)  S t o p
W E E KS :  s i m u l a t i o n  t i m e  ( M e e k s )
-  a r r i v a l s  f r o m  a n o r m al  d i s t r i b u t i o n
T h e  o u t p u t s  o f  t h e  p r o g r a m  w e r e  Wj a n d  Q j j  t h e s e  v a l u e s  w e r e  
c a l c u l a t e d  a f t e r  t h e  s i m u l a t i o n  t i m e  w a s  g r e a t e r  t h a n  SB 
M e e k s .  T h e  g e n e r a t e d  d a t a  w e r e  l a t e r  s t a t i s t i c a l l y  a n a l y z e d  
w i  t h  " t h e  p a c k a g e s  G E N S T A T  C53J a nd G L I M  1493 .
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HOSPITAL WAITING LIST 
FORTRAN PROGRAM
- MAIN PROGRAM -
INTEGER WAIT(201,2),ICLEN(3),ICADM(3),CLEN,CADM,NYEAR,REPL 
INTEGER AD(2).SEED,IS(2),IP,ISDI,IISI,IPI(3),QO,YEAR 
INTEGER ISD(3),IIS(3),ADMS,ARRIV,LAG,Q(2).WEEKS.TIME 
INTEGER ID1(3),ID2(3),D1,D2 
REAL MU,SD,PUA,MEAN(2),SUM(2),LEN(2)
DOUBLE PRECISION G05DDF,G05CAF 
COMMON Q,WAIT,LAG,PUA 
COMMON /BL1/ AD,SUM 
COMMON /BL3/ IS 
** READING DATA .**
DATA (ICLEN(J),J-1,3),(ICADM(K),K-1,3)/10,10,5,1,1,1/
DATA (lPl(j),.T-1,3),(ISD(K),K-1,3)/50,50,20,6,6,6/
DATA (IIS(J),J-1,3)/10,10,5/
DATA (ID1(J),J-1,3),(ID2(K),K-1,3) /3,3,3,1,1,1/
DATA NYEAR.SEED/1 ,4876/
CAlL G05CBF(SEED)
** DEFINING CONDITIONS **
DO 140 QO-200,300,50 
DO 140 IMU“20,30,5 
MTJ-FLOAT(TMU)
DO 140 ISDI-ISD(1),ISD(2),ISD(3)
SD-FLO AT( ISDI)'
DO 140 CLEN-ICLEN( 1 ),ICLEN(2),ICLEN(3)
| , DO 140 CADM-ICADM(1),ICADM(2),ICADM(3)
DO 140 IP-IPl(1),IPl(2),IPl(3) 
PUA-FL0AT(IP)/100.
DO 140 IISI-IIS(1),ITS(2),IIS(3)
IS(1)-IISI 
** DELAYS **
DO 140 D1-ID1(1),ID1(2),-ID1(3)
DO 140 D2-ID2(1),ID2(2),ID2(3)
** REPLICATIONS **I
DO 140 REPL-1,20
** SETTING INITIAL CONDITIONS **
CALL INTTIA(QO,MIJ,TIME,WEEKS,NYEAR,YEAR,CLEN)
** START SIMULATION **
DO 140 1-2,WEEKS 
C ** DEFINING ADMISSIONS **
C
ADMS-NINT(MU)
IF((SD.OT.O.).AND.(CADM.GT.O))THEN
CALL ADMISS( ADMS,CADM,0( 1 )♦<)( 2) ,D1 ,D2) 
END IF
C ** GENERATING ARRIVALS **
C
ARRIV-NINT(MU)
IF(SD.OT.O.O)ARRIV-NINT(G05DDF(MU,sd))
IF(ARRIV,LE.O)OOTO 20 
C ** ALLOCATING MEDICAL “RIORITIES **
Cl
CALL PRIORY(ARRIV,PUA,WAIT(I,1))
WAIT(I,2)-ARRIV-WAIT(I,1)
20 IF(ADMS.LE.O)GOTO 40
ISO
tc
c
Ic
40
50
C 'I
60
c
c
c
125
70
i
140
C
C
C
I
i i
I ' I
I
I I
** SELECTING THE HIGHEST SCORES **
CALL SELECT(ADMS.T)
IF(I.GT.LAG+1)THEN
no 50 K-1 , 2
LEN(K)-LEN(K)+FLOAT(Q(K))/52 
END IF
IF(t .eo.time)then
TIME-TIME+52 
YEAR-YEAR*1 
DO 60 K-1,2
IF(AD(K).GT.O)MEAN(K)-SUM(K)/AD(K)
** PRINT WATTING TIME AND LENGTH (MEANS) **
WRTTE(6,1?5)(MEAN(K),K-1,2),(LEN(L),L-1,2),PUA,MUfSD,QO, 
•TS(1),CADM,CLEN,YEAR,D1 ,D2 
F0RMAT(2X,7(F6.2,1X),7(IS, 1X))
DO 70 K-1,2 
SOM 00-0.0 
l e n(k )-o .o
AD(K)-0 
AD(Kl-0 
END IF 
CONTINUE
** END SIMULATION **
STOP
END
181
S U B R O U T I N E S
** INITIALIZATION OF DATA **
SUBROUTINE INITI A(QO,MU, TI .WE.NYB, YEA ,CL)
INTEGER WAIT(201,2),0( 2),IS( 2),QO, LAG,TI,VE, NYE,CL,YEA 
INTEGER Lr,LS,0TA(4),CTB(4)
REAL DUMMY,PUA.PP,MU 
COMMON Q,WAIT,LAG,PUA 
COMMON /BL2/ LI,LS,CTA,CTB 
COMMON /BL3/ IS 
DO 8 J-1,4 
CTA(j)-0 
CTB(j)-0 
LAG-50 
YEA-0 
TI-103
WE-51+NYE*52 
LI-QO-CL 
LS-QO+CL 
PP-PUA*( 1-PUA)
DUMMY-PUA*QO-(PP*IS( 1) *MU)
IF( DUMMY. LT.0.)DUMMY-0.0 
Q(1)-NINT(DUMMY)
0(2)-QO-0(1)
DO 10 K-1,2 
DO 10 1-1,201 
WAIT(I,K)-0 
DO 13 K-1,2 
WAIT(1 ,K)«Q(K)
RETURN
END
** DEFINING ADMISSIONS **
SUBROUTINE ADMISS(NA, CAD,LENG, D1 ,D2)
INTEGER NA,CAD,LI,LS,LENG,D1 ,D2,CTA(4) ,CTB(4)
COMMON /BL2/ LI,LS,CTA,CTB 
IF(D2.EQ.0)THEN
IF(LENG.GT.LS)NA-NA+CAD
IF(LENC.LT.LI)NA-NA-CAD
ELSE
IF(CTA(2).EQ,1)THEN
CTA(3)-CTA(3)+1
I7(CTA(3).GE.D2)NA-NA+CAD
ELSE
IP(CTA(3).NE.0)THEN
CTA(4)-CTA(4)*1
IF(CTA(4).LT.D2)THEN
NA-NA+CAD
ELSE
CTA(3)-0 
CTA(4)“0 
END IF 
END IF 
END IF
IF(CTB(2).EQ.1)THEN
CTB(3)-CTB(3)+1
IF(CTB(3).GE.D2)NA-NA-CAD
ELSE
IF(CTB(3).NE.0)THEN
CTB(4)-CTB(4)+1
IF(CTB(4).LT.D2)THEN
NA-NA-CAD
ELSE
CTB(3)-0 
CTB(4)-0 
END IF 
END IF 
END IF
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C ** SELECTING PATIENTS **
SUBROUTINE SELECT(ADMS,I)
INTEGER Q(2),WAIT(201,2) ,LAG,I, ADMS, AT>( 2) .SCORE 
INTEGER JX,KX,IS(2),MAXS 
REAL SUM(2)
I COMMON Q,WAIT,LAG
COMMON /BL1/ AD,SUM 
! COMMON /BL3/ IS
DO 120 IX-1,ADMS 
JX-6 
l I KX-0 
MAXS-0
DO 110 K-1,2
IF(Q(K).EO.O)GOTO 110
JI-1
IF(l.GT.50)JI-I-50 
' 1 DO 100 J-JI.I
IF(WAIT(J,K).EQ.O)COTO 100 
| , SCORE-(I-J)*ISOO
IF(SCORE.LE.MAXS)GOTO 10O
MAXS-SCORE
JX-J
KX-K
160 CONTINUE
110 CONTINUE
if((j x.g t.o).a n d.(k x.g t.o ))then
Q(KX)-Q(KX)-1 
WAIT(JX,KX)-WAiT(JX,KX)-1 
IF(I.GT.LAG+1)THEN
sum(k x)-sum(k x )*float(I-JX)
AD(KX)-AD(KX)+1 
END IF 
END IF
120 CONTINUE
RETURN 
END
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7 . 6 )  S t a t i s t i c a l  R e s u l t s
7 . 6 . 1 )  Q i n  C o n t r o l  a n d  N o n —C o n t r o l  C o n d i t i o n s
7 . 6 . 1 . 1 )  I n t r o d u c t i o n
........  We s t a r t e d  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  h o s p i t a l  w a i t i n g
l i s t  model  b y  c o m p a r i n g  t h e  e f f e c t s  i n W.  ^ te Q i when c o n t r o l
a n d  n o n - c o n t r o l  c o n d i t i o n s  w e r e  a p p l i e d  i n  t h e  a d m i s s i o n s
p a t t e r n .  T h e  model wa s s i m u l a t e d  f o r  310 w e e k s  ( f i v e  y e a r s
p l u s  50 w e e k s ) .  A f t e r  50 w e e k s  o f  s i m u l a t i o n  we s t a r t  t o
c a l c u l a t e  W. and GK f o r  e v e r y  s i m u l a t e d  y e a r ,  s o ,  f o r  e v e r y
r u n  we h a v e  f i v e  W . ' s .  E v e r y  r u n  wa s r e p e a t e d  30 t i m e s ,
I 1
w h i c h  i m p l y s  5X30— 150 o b s e r v a t i o n s  f r om  o u r  s i m u l a t i o n  
m o d e l .  T h e  c o n d i t i o n s  i n  w h i c h  t h e  model w a s r u n  w e r e :
-  Q0 = 200 ( i n i t i a l  p o p u l a t i o n ,  u r g e n t  and
n o n - u r g e n t  c a s e s )
-  MU — 20 ( a v e r a g e  n u m b e r  o f  a r r i v a l s  p e r  w e e k )
-  SD — 6 ( s t a n d a r d  d e v i a t i o n  u s e d  i n  t h e  a r r i v a l s
d i  s t r i  bu t i  o n )
-  PU = 0 . 5  ( e x p e c t e d  p r o p o r t i o n  o f  u r g e n t  a r r i v a l s
p e r  w ee k )
-  I S  -  10 ( i n i t i a l  a d v a n t a g e  g i v e n  t o  u r g e n t
c a s e s ,  w e e k s )
-  A r r i v a l s  •* N (  MU , S D  >I
T h e  v a l u e s  a s s i g n e d  t o  t h e  c o n t r o l  v a r i a b l e s  w e r e :
-  AD — 1 ( a d j u s t m e n t  i n  t h e  a d m i s s i o n s )
-  LE — 10 ( d i s t a n c e  a r o u n d  Q0 t o  d e f i ' n e  n o r m a l
l i m i t s  f o r  Q)
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01 3 ( c o n s e c u t i v e  w e e k s  Q i s  o u t  of  i t s
n o r m a l  1 i m i t  s)
( w e e k s  l e f t  t o  s t a r t  a d j u s t m e n t  i n  t h e  
admi  s s i o n s )
A t  the end  of e v e r y  s i m u l a t e d  y e a r  we c a l c u l a t e d  the 
f o l l o w i n g  s t a t i s t i c s :
-  ^ ¿ = l Wi ( ¿ >  n o ' °* r e p l i c a t i o n s )
1 30
2 *  Q
q . =
1 30
2 g ! - i <w» < ¿ >  -  a i > 2
W1 2 9
Then we b u i l t  the c o n f i d e n c e  i n t e r v a l s  ( a s su m in g  n o r m a l i t y )  
t o  e s t i m a t e  E ( W j )  6c E ( Q . )  per  y e a r  in  c o n t r o l  and non ­
c o n t r o l  c o n d i t i o n s .
7 . 6 .  1 .2 )  R e s u l t s
We fo un d  t h a t  Wj 6c Qj d i d  n o t  show any s i g n i f i c a n t  
change d u r i n g  th e  f i v e  s i m u l a t e d  y e a r s ,  e i t h e r  in  c o n t r o l  
and n o n - c o n t r o l  c o n d i t i o n s  ( s e e  g r a p h s  7 .1  and 7 . 2 ) .
However,  i n  terms o f  sWJ and s Q i , when t h e r e  were  no c o n t r o l  
c o n d i t i o n s  thes e  s t a t i s t i c s  i n c r e a s e  w i t h  t im e ( n o n -  
s t a t i o n a r y  p r o c e s s ) ,  b u t  in  c o n t r o l  c o n d i t i o n s  b e h a v i o u r
18Ó
t h r o u g h  t i m e  Mas v e r y  c o n s t a n t .  I n  r e s p o n s e  t o  t h e s e  
r e s u l t s ,  we c a r r i e d  on t h e  a n a l y s i s  o f  t he  s i m u l a t i o n  model  
u s i n g  o n l y  c o n t r o l  c o n d i t i o n s  and one y e a r  i n  t h e  s i m u l a t i o n  
t i m e .
7 . 6 . 2 )  kT it 5 .  b y  D I S T ,  Q 0 , MU,  PU and I S
7 . 6 . 2 . 1 )  I n t r o d u c t i o n
I n  t h i s  s e c t i o n  we a n a l y z e d  how t h e  v a r i a b l e s  
D I S T ,  Q 0 , MU,  P U , a n d  I S  a f f e c t  W. it Q. w i t h  s p e c i f i c  v a l u e s  
f o r  t h e  c o n t r o l  c o n d i t i o n s .  F o r  t h i s  p u r p o s e  we d e c i d e d  t o  
u s e  t h e  f o l l o w i n g  l i n e a r  m o d e l i
y  mi H + *  ♦ ff. + S ♦ A ♦ y  ♦ I  I n t e r a c t i o n s  + c . . . < I >j  k i vn n
y »  w 4 , q 4
u i G e n e r a l  mean
etj i E f f e c t  of  Q0
t E f f e c t  o f  MU
0 ,  i E f f e c t  o f  PU
#  i E f f e c t  o f  I Sm
Y i E f f e c t  o f  D I S T  n
c i E x p e r i m e n t a l  e r r o r .  Random v a r i a b l e  w i t h
2 2 E<*> -  0 | E<**> -  n*
-  0
Th e  s p e c i f i c  c o n d i t i o n s  i n  t h e  s i m u l a t i o n  model w e r e i
Q 0i  200 , 300 
MUi  20 , 30 
PU i  0 . 9 0  , 0 . 7 0
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I S :  5 , 16
D I S T :  N o r m a l  and U n i f o r m  d i s t r i b u t i o n
T h e  a b o v e  v a r i a b l e s  M i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  f a c t o r s  and t h e i r  
c o r r e s p o n d i n g  v a l u e s  as  l e v e l s .
When t h e  n o r m al  d i s t r i b u t i o n  was u s e d  t o  g e n e r a t e  t h e  
a r r i v a l s  p e r  week t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  w a s  s i x ,
3D - 6
T o  d e f i n e  t h e  r a n g e  o f  t h e  U n i f o r m  d i s t r i b u t i o n  t h e  
f o l l o w i n g  c r i t e r i a  w e r e  a p p l i e d i
-  I f  MU <= 2 0 ,  t h e n  t h e  a r r i v a l s  d i s t r i b u t i o n  w a s
U t 10 , 30 3
-  I f  MU =  3 0 ,  t h e n  t h e  a r r i v a l s  d i s t r i b u t i o n  w a s
U t 20 , 40 3
( I n  b o t h  c a s e s  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  w e r e  
a p p r o x i m a t e l y  s i x }  w e  t r i e d  t o  ke ep  t h e  same 
v a r i a b i l i t y  a s  i n  t h e  nor ma l  d i s t r i b u t i o n )
T h e  c o n t r o l  v a r i a b l e s  w e r e  a s s i g n e d  t h e  f o l l o w i n g  v a l u e s i
-  AD ■  1 ( a d j u s t m e n t  i n  t h e  a d m i s s i o n s )
-  L E  ■  10 ( d i s t a n c e  a r o u n d  Q0 t o  d e f i n e  n o r m a l
l i m i t s )
-  D 1 «■ 3  ( d e l a y  n u mb e r  one  t o  d e f i n e  t h e  n e e d  f o r
a d j u s t m e n t  i n  t h e  a d m i s s i o n s )
-  D2 ■  1 ( d e l a y  n u m b e r  two t o  s t a r t  a d j u s t m e n t  i n
t h e  a d m i s s i o n s )
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T h e  n u mb e r  o f  r e p l i c a t i o n *  d e f i n e d  i n  t h i s  s i m u l a t i o n  
e x p e r i m e n t  wa s t w e n t y ,  s o  t h e  t o t a l  numbe r o f  o b s e r v a t i o n s  
was 2 0 X 3 2  = 640 u n i t s  ( 2 5= 3 2  i n d i c a t e s  t h e  t o t a l  number  o f  
c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  f i v e  f a c t o r s ) .
A n a l y s i s  o f  V a r i a n c e  ( A NOV A)  w a s  u s e d  t o  a n a l y z e  w h i c h  
e f f e c t s  i n  . t h e  l i n e a r  model  w e r e  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o  ( 3 7 1 .  
T h e  s t a t i s t i c a l  p a c k a g e  u s e d  f o r  t h i s  p u r p o s e  w a s  G EN ST AT  
£533 .
7 . 6 . 2 . 2 )  ANOVA r e s u l t s
I n  t h i s  s i m u l a t i o n  we f o u n d  t h a t  t h e  e f f e c t  o f  
u s i n g  d i f f e r e n t  d i s t r i b u t i o n s  i n  t h e  a r r i v a l s  p a t t e r n  d i d  
n o t  s h o w  a n y  s i g n i f i c a n t  c h a n g e  i n  6c Q. ( s e e  t a b l e  7 . 6 ) .  
We f o u n d  s i g n i f i c a n t  i n t e r a c t i o n s  b e t w e e n  Q0 b  MU and PU tc 
I S |  s e e  g r a p h  7 . 3  6c 7 . 4 .  I n  g e n e r a l  t h e  b e h a v i o u r  p r e s e n t e d  
l in t h e s e  g r a p h s  i s  a s  f o l l o w * !
-  When I S  w a s i n c r e a s e d ,
I Y ( P I H 0 . 7 >  -  Y ( P U - 0 . 3 >  | i n c r e a s e s  
w h e r e  Y  ™ Wj and
-  When Q0/MU i s  c o n s t a n t ,  W^ 6c Q. a r e  n o t  
a f f e c t e d .
I
When we c o m p a r e d  t h e  mean w a i t i n g  t i m e  b e t w e e n  p r i o r i t i e s ,  
W2 -  W , we f o u n d  t h a t  t h i s  d i f f e r e n c e  w a s c o n s t a n t ,  a nd 
e q u a l  t o  I S  p l u s  0 . 3 ,
W2 -  Wj  ■  1 8 +  0 . 3
18?
When we r e p e a t e d  t h e  ANOV A w i t h  W2 ~Wj as  t h e  e x p e r i m e n t a l  
u n i t ,  we f o u n d  t h a t  t h e  o n l y  s i g n i f i c a n t  f a c t o r  w a s I S .  T h i s  
means t h a t  t h e  o n l y  d i f f e r e n c e  i n  t h e  mean w a i t i n g  t i m e  i s  
e x p l a i n e d  b y  t h e  i n i t i a l  a d v a n t a g e  g i v e n  t o  t h e  u r g e n t
• i
c a s e s ,  I S .  T h i s  c o n f i r m e d  t h a t  b o t h  p r i o r i t i e s  w e r e  t r e a t e d  
a l m o s t  e q u a l l y  i n  t h e  s e l e c t i o n  p r o c e d u r e s  o n c e  I S  was 
a s s i g n e d .  T h e  8 . 5 6  i n  t h e  a b ov e  e x p r e s s i o n  i s  e x p l a i n e d  by  
t h e  p r e f e r e n c e  t h a t  U r g e n t  c a s e s  h ad i n  t h e  c a s e  o f  a t i e .
7 . 6 . 3 )  E t k T )  6c E ( Q . ) t a p p r o a c h  by  L i t t l e ' s  E q u a t i o n
I
7 . 6 . 3 .  1> I n t r o d u c t i o n
I n  t h i s  s e c t i o n  we c o n c e n t r a t e  o u r  a t t e n t i o n  on 
t h e  e x p e c t e d  v a l u e s  o f  t* Q. . Me d e v e l o p  an a p p r o x i m a t i o n  
t o  E<M^> b  E<GL> b y  u s i n g  o u r  p r e v i o u s  r e s u l t s  a nd L i t t l e ' s  
f o r m u l a  ( s e e  s e c t i o n  6 . 1 8 ) .  T o  b e g i n  w i t h ,  w e  i n t r o d u c e  o u r  
n o t a t i o n  i n  t h i s  f o r m u l a  
Q0 = MU X E<M>
o r ,
E<W> -  Q 0 / M U ....................................................... ( 7 . 1 )
I I •
W i t h  t h e  same p r i n c i p l e  o f  L i t t l e ' s  E q u a t i o n ,  we c a n  o b t a i n
I I 1
an e x p r e s s i o n  f o r  e a c h  p r i o r i t y  i n  t h e  w a i t i n g  l i s t  a s
f o l 1o w s i
I
I I
E< Q j> -  <MUXPU> X E< W j ) ..............................< 7 . 2 )
and |
E(G>2 > -  CMUX < i —PU> I X E<M2> ....................< 7 . 3 )  I
H e n c e ,  t o  c a l c u l a t e  £ < 0 ^ )  we n e e d  t o  f i n d  E ( M ^ >  . T o  s o l v e
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t h i s  p r o b l e m ,  - f i r s t l y  we s p l i t  Q b y  t he sum + s o ,
E<Qj) + £<g>2> = ae.............. <7.4)
S e c o n d l y ,  we d i v i d e  t h i s  e x p r e s s i o n  by  MU,
E < Q 2>/MU ♦ E < Q j> /MU = Q0/MU
T h i s  e x p r e s s i o n  c o u l d  be w r i t t e n  a s  below ( t h e  c o m p on e nt s  of  
t h e  l e f t  s i d e  w e r e  m u l t i p l i e d  by  o n e ) :
< 1 - P U )  X E < Q 2>/<MUX< i - P U )  ♦ PUXE( Q j )  / ( M UX P U)  = Q0/MU
T h e n ,  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 7 . 1 ) ,  ( 7 . 2 )  fte ( 7 . 3 )  we o b t a i n e d  t h e  
f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p :
( i - P U ) X E ( W 2 )  ♦ P U X E ( W j )  -  E ( W ) ........... ( 7 . 5 )
Now,  b a s e d  on o u r  p r e v i o u s  r e s u l t s  ( s e c t i o n  7 . 6 . 2 . 2 ) ,  we 
assumed a s t r u e  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p :
E ( W 2 > -  E ( w j )  -  I S  ♦ 0 . 5 0 ........................ ( 7 . 6 )
F i n a l l y ,  c o m b i n i n g  t h e  e x p r e s s i o n s  ( 7 . 5 )  ( 7 . 6 ) ,  we h av e a
s y s t e m  o f  s i m u l t a n e o u s  l i n e a r  e q u a t i o n s  w i t h  two v a r i a b l e s  
E ( W j )  t* E ( W 2 > . S o l v i n g  t h i s  s y t e m  we f o u n d  t h e  f o l l o w i n g  
a p p r o x i m a t i o n s  t o  t h e  e x p e c t e d  w a i t i n g  t i m e  p e r  p r i o r i t y :
E ( W j )  -  E ( W )  -  ( l - P U ) X I S ' ........................ ( 7 . 7 )
and
E ( W 2 > =  E ( W )  ♦ P U X I S ' ....................................( 7 . 8 )
( I S '  -  I S  ♦ 0 . 5 0 )
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W i t h  e q . ' s  ( 7 . 7 )  it < 7 . 8 >  s u b s t i t u t e d  i n  e q . ' s  ( 7 . 2 )  it ( 7 . 3 )  
we c o u l d  g e t  an a p p r o a c h  t o  t h e  e x p e c t e d  numbe r o-f p a t i e n t s  
w a i t i n g  on t h e  l i s t :
a)  U r g e n t  c a s e s
I
E < Q j >  =  C E<W> -  < l - P U ) X I S ' 3 X < M U X P U >
=  C Q0 -  < 1-PU> X < I S ' X M U )  J XPU 
b> N o n - U r g e n t  c a s e s
E < Q 2 > =  CE<W) + P U X I S ' 3 X C M U X C l - P U ) 1 
* [ Q0 ♦ M U X P U X I S ' 3 X <1 —PU>
= Q0 -  E < Q j )
< E < Q j )  a nd E < Q 2> w e r e  t h e  v a l u e s  u s e d  t o  d e - f i n e  t h e  i n i t i a l  
n u m b e r  o-f p a t i e n t s  p e r  p r i o r i t y  i n  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l )
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7 . 6 . 3 . 2 )  C W. v s  E C U . )  3 tc l Q . v s  E ( Q . >  ]l l  l l
When we c o m p a r e d  t h e  me a ns  -from o u r  s i m u l a t e d  d a t a  
a g a i n s t  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  t o  t h e  e x p e c t e d  v a l u e s ,  E ( k L )  &
E < Q . > ,  we f o u n d  no r e a l  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  them ( s e e  t a b l e
2
7 . 7 ) .  T h i s  r e s u l t  wa s c o n f i r m e d  w i t h  a X t e s t  f o r  Goodne ss 
o f  F i t  ( s e c t i o n  3 . 4 . 1 . 1 ) .  S o ,  on a v e r a g e  t h e  w a i t i n g  t i me  
a nd t h e  l e n g t h  o f  t h e  l i s t  p e r  p r i o r i t y  can be w e l l  
e x p l a i n e d  by  a c o m b i n a t i o n  o f  Q 0 , M U ,  PU & I S ,  u s i n g  t he  
s p e c i f i c  c o n t r o l  c o n d i t i o n s  d e f i n e d  i n  t h i s  s i m u l a t i o n .
7 . 6 . 3 . 3 )  E r r o r  d i s t r i b u t i o n s  b y  Q 0 , MU,  PU a n d  I S
T o  show t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  s i m u l a t e d  d a t a  
a g a i n s t  t h e  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  e x p e c t e d  v a l u e s ,  we p r e s e n t  
i n  g r a p h s  7 . 5 ,  7 . 6 ,  7 . 7  and 7 . 8  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f
( W t -  E ( W . ) >  v s  E ( W i >
and
( Q 4 -  E ( Q j ) > v s  E ( Q j )
T o  c o m p a r e  t h e  e r r o r s  d i s t r i b u t i o n  C W . - E d ' f )  3 and 
C Q . - E d J j ) ! ,  we c a l c u l a t e d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s t a n d a r d  
d e v i a t i o n s  a r o u n d  t h e  e x p e c t e d  v a l u e s ,
SDy  -  t l ( 0 b s  -  E x p ) 2/ n — 1 ) 3  1/2 ,
( y  “  W j , Q . )
F o r  t h i s  p u r p o s e  we c a r r i e d  o u t  an a n a l y s i s  o f  v a r i a n c e  t o  
d e t e r m i n e  w h e t h e r  Q 0 , MU,  PU and I S  had some e f f e c t  on S D ^ .  
Our  r e s u l t s  d i d  n o t  show e v i d e n c e  t o  r e j e c t  t h e  h y p o t h e s i s  
t h a t  t h e  f a c t o r s  e f f e c t s  w e r e  e q u a l  t o  z e r o  ( s e e  t a b l e  7 . 9 ) .
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IT h e r e f o r e ,  we c o u l d  s a y  t h a t  t h e  v a r i a b i l i t y  i n  l*T tc GK was 
n o t  a f f e c t e d  b y  Q 0 , MU,  PU and I S .
7 . 6 . 3 . 4 >  Maximum v a l u e  f o r  I S
U s i n g  t h e  r e s u l t s  f r o m  t he  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  we 
c o u l d  f i n d  t h e  r a n g e  of  v a l u e s  i n  I S  w h i c h  h a v e  some e f f e c t  
on t h e  w a i t i n g  t i m e .  As
E<W i > l  0
w h i c h  m e a n s ,  f o r  u r g e n t  c a s e s ,
E<W> -  < 1 -  PU > X I S '  l  0
I S '  = I S  ♦ 0 . 5 0
t h e n ,  t h e  maximum v a l u e  f o r  I S  w h i c h  s a t i s f i e d  t h e  a b o v e  
r e l a t i o n s h i p  i s :
I S  = E < W ) / < 1 - P U >  -  0 . 5 0max
F r o m  t h i s  p o i n t  t h e  mean w a i t i n g  t i m e  f o r  u r g e n t  c a s e s  w i l l  
n o t  be a f f e c t e d  a n d  w i l l  be e q u a l  t o  z e r o .  T h i s  l i m i t  w i l l  
a l s o  p r o v i d e  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  maximum w a i t i n g  t i m e  
( m e a n )  f o r  t h e  n o n - u r g e n t  c a s e s  and a l s o  t h e  maximum 
d i f f e r e n c e  i n  t h e  mean w a i t i n g  t i m e  b e t w e e n  p r i o r i t i e s .
1 9 4
7 . 6 . 4> S D ( w i >  Qi> b y  SD ,  A D ,  L E , D1 tc D2
7 . 6 . 4 . 1 )  I n t r o d u c t i o n
T h e  m a i n  o b j e c t i v e  i n  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  e x p l o r e  
t h e  e f f e c t s  i n  t h e  v a r i a b i l i t y  o f  o u r  s i m u l a t i o n  model  when 
S D , A D ,  L E , D1 D2 t a k e  d i f f e r e n t  v a l u e s  and Q 0 , MU,  P U ,  I S  
a r e  c o n s t a n  t .
T o  r e a c h  o u r  o b j e c t i v e  we c a r r i e d  o u t  a n o t h e r  
s i m u l a t i o n  o f  t h e  h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t  model w i t h  t h e  
• f o l l o w i n g  c h a r a c t e r i s t i c s :
-  S t a n d a r d  d e v i a t i o n  i n  t h e  a r r i v a l s  p a t t e r n s :
SD »= 3 , 6
-  D i s t a n c e  a r o u n d  Q0 t o  d e f i n e  t h e  n o r m al  l i m i t s  i n  
Q ( P a t  i c n t s )  :
LE = 10 , 20
-  A d j u s t m e n t  i n  t h e  a d m i s s i o n s  when Q i s  o u t  o f  
i t s  n o r m a l  l i m i t s  ( P a t i e n t s ) :
AD -  1 , 2
-  D e l a y  n u mb e r  o n e .  N umb e r  o f  c o n s e c u t i v e  w ee k s Q i s  
o u t  o f  i t s  n o r m a l  l i m i t s  t o  d e c i d e  t h e  n e e d  f o r  
a d j u s t m e n t  i n  t h e  a d m i s s i o n s :
D1 -  4 , 8
-  D e l a y  n u mb e r  t w o .  N umb e r  o f  weeks l e f t  t o  s t a r t  
t h e  a d j u s t m e n t  i n  t h e  a d m i s s i o n s :
D2 -  2 , 4
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T h e  c o n s t a n t  c o n d i t i o n s  M e r e :
-  Q0 = 2 8 8 ,
-  MU = 2 0 ,
-  PU =  0 . 5 0
-  I S  -  10
-  A r r i v a l s  N< 2 0  , SD >
T h e  n u m b e r  o f  r e p l i c a t i o n s  w a s  10.  So,  t h e  t o t a l  numbe r of 
p o s s i b l e  f a c t o r  c o m b i n a t i o n s  w a s  2^ = 3 2 .
T o  m e a s u r e  t h e  v a r i a b i l i t y  i n  t h e  s i m u l a t e d  model  we 
c a l c u l a t e d  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  a r o u n d  t h e  e x p e c t e d  
v a l u e s  f o r  e v e r y  f i v e  r e p l i c a t i o n s ,  e i t h e r  i n  M. tc Q. . 
T h e r e f o r e ,  two s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  w e r e  c a l c u l a t e d  i n  each 
f a c t o r  l e v e l .  So t h e  t o t a l  n u m b e r  of  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  
w a s :
2 if 32 *  64  - S t a n d a r d  D e v i a t i o n s
Me s p l i t  t h e  o b s e r v a t i o n s  o f  M.  ic GL t o  p r o v i d e  c l e a r e r  
i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  
i n  t h e  ANOVA t a b l e .
T h e  s y m b o l s  u s e d  t o  i d e n t i f y  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  w e r e i
-  SD . i S t a n d a r d  d e v i a t i o n  a r o u n d  E < M . > .
m  <n -  5 )  *
-  SD i S t a n d a r d  d e v i a t i o n  a r o u n d  £ ( Q . > .
U1 <n -  5)
F o r  s i m p l i c i t y  we d i d  n o t  i n t r o d u c e  i n  t h e  a b o v e  s y m b o l s  
t h e  i n d e x e s  t o  i d e n t i f y  u n d e r  w h i c h  c o n d i t i o n s  t h e y  w e r e
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g e n e r a t e d .  < I t  i s  i m p o r t a n t  t o  r e me m b e r  t h a t  we u s e  t h e  
symbol  " SD"  w i t h o u t  a n y  i n d e x  t o  r e f e r  t o  t h e  s t a n d a r d  
d e v i a t i o n s  i n  t h e  a r r i v a l s  p a t t e r n )  .
B e f o r e  a n a l y s i n g  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  
a r o u n d  t h e  e x p e c t e d  v a l u e s ,  we v a l i d a t e d  t h e  s i m u l a t e d  d a t a  
b y  c h e c k i n g  t h a t  t h e  means W^ t* GK w e r e  n o t  a f f e c t e d  b y  
SD ,  A D ,  L E ,  D1 tc 0 2 .
We h a v e  seen i n  t h e  p r e v i o u s  r e s u l t s  t h a t  W^ & w e r e  w e l l  
e x p l a i n e d  b y  Q 0 , MU ,  PU a nd I S .  S i n c e  i n  t h i s  s i m u l a t i o n  
t h e y  w e r e  c o n s t a n t ,  t h e  means s h o u l d  n o t  be  a f f e c t e d .  We 
e x p e c t e d  t h e s e  me ans t o  be e q ua l  t o  < u s i n g  o u r  a p p r o x i m a t i o n  
t o  t h e  e x p e c t e d  v a l u e s ) :
* 1
2 2 0 0 / 2 0  -  < 1 - 0 . 5 0 ) X < 1 0 . 5 ) = 4 . 7 5
* 2
2 W ♦ 1 0 . 5 - 1 5 . 2 5
5 1
2 W jX ( 20)  X < 0 . 5 0 ) 4 7 . 5
5 2
2 200 -  Qj - 1 5 2 . 5
H a v i n g  v a l i d a t e d  t h e  s i m u l a t e d  d a t a ,  we s t u d i e d  
t h e  b e h a v i o u r  o f  SDWi U S D q  . u n d e r  t h e  new c o n d i t i o n s  i n  o u r  
s i m u l a t i o n  m o d e l . We u s e d  an A N OV A  t a b l e  t o  f i n d  o u t  w h i c h  
f a c t o r s  p r o d u c e d  s i g n i f i c a n t  e f f e c t s  i n  t h e  s t a n d a r d  
d e v l  a t i on s .
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u nde r
d i  f  f  e r e n  t
F i n a l l y ,  t o  h a v e  an a p p r o a c h  t o  SDWi g. 
c o n d i t i o n s ,  we - f i t t e d  t h e  f o l l o w i n g  r e g r e s s i o n
m o d e l :
SD X ( f - f >
y  J
f s  S i g n i f i c a n t  f a c t o r s  i n  ANOVA.
T h e  a n a l y s i s  o f  v a r i a n c e  was c a r r i e d  o u t  w i t h  t h e  c o m p u t e r  
p a c k a g e  G EN S T A T  and t h e  r e g r e s s i o n  model  w i t h  t h e  GLIM 
p a c k a g e .
7 . 6 . 4 . 2 )  W. 6c Q. b y  S D , A D ,  L E ,  D1 and D2
We f o u n d  t h a t  t h e  means kT 6c Q. w e r e  n o t  a f f e c t e d  
b y  S D , A D ,  L E , D1 and D 2 . We d i d  n o t  f i n d  e v i d e n c e  f r o m  t h e  
s i m u l a t e d  d a t a  t o  r e j e c t  t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  t h e  mai n 
e f f e c t s  f r o m  SD,  A D ,  L E , D1 4c D2 a n d  t h e i r  r e s p e c t i v e  
i n t e r a c t i o n s  w e r e  a l l  e q u a l  t o  z e r o  ( s e e  t a b l e  7 .1 4 >  T h e s e  
r e s u l t s  c o n f i r m e d  t h a t  Q 0 , MU,  PU a nd I S  w e r e  t h e  o n l y  
f a c t o r s  i n  o u r  s i m u l a t i o n  model  w h i c h  e x p l a i n  W^  6  Q . .
7 . 6 . 4 . 3 )  SDwi  6c SDq . b y  S D ,  A D ,  L E ,  D I  and D2
We f o u n d  t h a t  t h e  o n l y  s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e s  i n  
S D ^ .  w e r e  p r e s e n t e d  i n  SD ,  AD 6c L E . F o r  SDq j  t h e  s i g n i f i c a n t  
d i f f e r e n c e s  w e r e  w i t h  SD and LE ( s e e  t a b l e  7 . 1 9 ) .
I t  was i n t e r e s t i n g  t o  f i n d  t h a t  t h e  two t y p e s  o f ' d e l a y s ,  D l  
6c D 2 ,  d i d  n o t  p r o d u c e  a n y  s i g n i f i c a n t  e f f e c t  i n  t h e  s t a n d a r d  
d e v i a t i o n s  d i s t r i b u t i o n .  T h i s  r e s u l t  w i l l  a l l o w  t h e  h o s p i t a l
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m a n a g e r  t o  a n t i c i p a t e  a n d  p r e p a r e  t h e  u se  a n d  n o n - u s e  of 
r e s o u r c e s ,  k n o w i n g  t h a t  t h e  v a r i a b i l i t y  i n  t h e  d i s t r i b u t i o n  
o f  kT it GL w i l l  n o t  b e  a f f e c t e d .
I n  g e n e r a l  , we f o u n d  t h a t  t h e  b e h a v i o u r  of  SDwi  i n  r e l a t i o n  
t o  L E ,  AD and SD was a s  f o l l o w s  ( s e e  g r a p h  7 . 9 ) :
-  i n c r e a s e s  when SD it L E  a r e  i n c r e a s e d ,  and
d e c r e a s e s  wh en AD i s  i n c r e s e d .
T h e  a bo ve  b e h a v i o u r  i s  e x p l a i n e d  by  t h e  r e l a t i o n s h i p  t h a t  
e x i s t s  b e t w e e n  Q0 and t h e  f a c t o r s  S D , L E it A D .  T h e  f a c t o r s  . 
SD it L E e n s u r e d  t h a t  Q f e l l  w i t h i n  a c e r t a i n  d i s t a n c e  f r o m
l
Q 0 , w h i l e  AD a t t e m p t e d  t o  c l o s e  t h i s  d i s t a n c e .  T h e s e  
p a t t e r n s  c o u l d  be r e p r e s e n t e d  a s  f o l l o w s :
i> i f  SD o r  L E  t -» | Q -  Q0 | t -» SDWi t
i i >  i f  AD I ■*. I Q -  Q0 | J - t  SDwi  *
F r o m  g r a p h  7 . 9  we d i d  n o t  n o t e  a n y  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  SDW j it 
SDW2 * T o c h e c k  t h i s  we c a r r i e d  o u t  a t - t e s t  and t h e  r e s u l t s  
d i d  n o t  show a ny  s i g n i f i c a n t  r e s u l t .  T h i s  c o n f i r m e d  a g a i n
t h a t  b o t h  p r i o r i t i e s  w e r e  t r e a t e d  e q u a l l y  i n  o u r  s i m u l a t i o n  
m o d e l .
7 . 6 . A . 4)  R e g r e s s i o n  Model  i n  SDWi
A s  we f o u n d  t h a t  t h e r e  was no s i g n i f i c a n t  
d i f f e r e n c e  b e t w e e n  SDW j it SD^g* w* d e c i d e d  t o  m e r g e  t h e s e  
s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  t o  h a v e  o n l y  one r e p r e s e n t a t i v e  of  t h e  
v a r i a b i l i t y  i n  t h e  w a i t i n g  t i m e .  T h e  m e r g e d  s t a n d a r d
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d e v i a t i o n  w a s i d e n t i f i e d  b y  t h e  s y m b o l  SDW«
U s i n g  SDW a s  o u r  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  we f i t t e d  a 
r e g r e s s i o n  model  i n  t e r m s  o f  SD,  L E  t* AD,  a n d  f o u n d  t h e  
f o l l o w i n g  model  < S e e  t a b l e  7 . 2 2 ) :
/ \
< 7 . 9 > . . . . S D W = 0 . 6 9 + 8 . U X < S D - 4 . 5 ) + 0 . 0 5 X < L E - 1 5 ) - 0 . 3 2 X < A D - l . 5 )
S o ,  w i t h  t h e  a b o v e  r e g r e s s i o n  model  we c o u l d  h ave an 
a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  v a r i a b i l i t y  i n  ou r  s i m u l a t i o n  model 
w i t h  d i f f e r e n t  v a l u e s  i n  SD ,  LE a n d  AD.
7 . 6 . 4 . 5 )  L i m i t s  f o r  L E  AD
B e c a u s e  L E  AD c an  t a k e  a n y  p o s i t i v e  n u m b e r ,  we 
l o o k e d  f o r  t h o s e  i n  w h i c h  t h e  v a r i a b i l i t y  o f  t he  s i m u l a t i o n  
model  i s  r e a l l y  a f f e c t e d .  T o  do t h i s ,  we a ssumed t h e  
f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n :  .
—  __ < n - c )
SDW $ SDW ................  7 . 9 . 1
—  < n - c )
S D ^ :  T h e  mean o f  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  i n  t h e
w a i t i n g  t i m e  f o r  b o t h  p r i o r i t i e s  when n o  
c o n t r o l  i s  a p p l i e d  i n  t h e  a d m i s s i o n  
p a t t e r n ;  t h e  a d m i s s i o n s  p e r  week i s  
c o n s t a n t .
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__ < n - c )
To  f i n d  SDW we r e p e a t e d  t h e  s i m u l a t i o n  e x p e r i m e n t  w i t h  no 
c o n t r o l  c o n d i t i o n s  and we f o u n d  the f o l l o w i n g  r e g r e s s i o n  
mode1 i
—  < n-c>
< 7 . 1 0 ) ..............SDW -  1 . 2 5  ♦ 0 . 5 0  X < SD -  4 . 5  >
U s i n g  e q . ' s  < 7 . 9 )  te < 7 .1 0 )  i n  7 . 9 . 1  we o b t a i n e d  t h e  
f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p !
< 7 . 1 1 ) ..............LE -  6 . 4  1 AD 1 16 .6  ♦ 7 . 8  X < SD -  4 . 5 )
[ L E ,  AD be 8D 3 0 ]
So,  SDW w i l l  be a f f e c t e d  b y  LE 6c AD when the e x p r e s s i o n  
< 7 . 1 1 )  i s  s a t i s f i e d .
_  I
7 . 6 . 4 . 6 )  R e gr e s s io n  model  in  SDQ .
Me foun d  t h a t  t h e  o n l y  s i g n i f i c a n t  f a c t o r s  to  1 
e x p l a i n  SD_. were  SD 6c LE < See T a b l e  7 . 2 4 ) .  A l s o ,  we fo u n dU 1
s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e s  i n  th e  mean of  the s t a n d a r d  
d e v i a t i o n s  i n  the le n g t h  o f  the l i s t  between p r i o r i t i e s ,
I
SD t  SD , ,
Q 1 ° 2  , ,
I I
As a consequence of  the  a b o v e  r e s u l t s ,  we d e c i d e d  t o  f i t  la 
r e g r e s s i o n  model f o r  each p r i o r i t y .  Th e  r e g r e s s i o n  r e s u l t s  
w er e  <See t a b l e  7 . 2 5 ) i 
/ \
SDQ1 -  8 . 5  ♦ 1 .3 3 X < S D - 4 .5 >  ♦ 0 . 45X <LE-15>
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and
/ \
SDQ2 = 1 0 . 0  ♦ 2 . 0 0 X < S D - 4 . 5 >  + 0 . 4 5 X C L E - 1 5 )
C t he  c o n s t a n t  t e r m s  and t h e  c o e f f i c i e n t s  f o r  < S D - 4 . 5 >  
w e r e  s i g n i f i c a n t l y  d i f f e r e n t  1
T h e r e f o r e ,  t o  k n o w  t h e  v a r i a b i l i t y  i n  GL when m o r e  t h an  two
I
p r i o r i t i e s  a r e  d e f i n e d  on t h e  h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t  m o d e l ,  
i t  w o u l d  be n e c e s s a r y  t o  r e p e a t  t h e  s i m u l a t i o n  e x p e r i m e n t .  
An a l t e r n a t i v e  p r o c e d u r e  i s  t o  u s e  L i t t l e ' s  f o r m u l a  as 
f o i l o w s  i
i> We g e t  a c o n f i d e n c e  i n t e r v a l  f o r  t h e  e x p e c t e d  
w a i t i n g  t i m e  p e r  p r i o r i t y  a s s u m i n g  n o r m a l i t y ,
< Wi I n f W i S u p >
I n f .  L i m i t i  E<W4> -  ZB *SDW 
S u p .  L i m i t :  E<Wj> ♦ Z# XSDW 
Z N< 0 , 1 >Of
i i )  t h e n  t he  l i m i t s  f o r  t h e  w a i t i n g  t i m e  a r e  
m u l t i p l i e d  b y  t h e  a r r i v a l s  r a t e  f o r  each 
p r  i o r  i t y ,
B e c a u s e  bo t h  
a s s i g n e d  I S ,  
same f o r  al  1 
mod el .
Qi I n f X i * W1I n f Q i Sup ”  X i * W i S u p  >
X . i  E x p e c t e d  nu mbe r  o f  a r r i v a l s  w i t h  
p r i o r i t y  * i " .
p r i o r i t i e s  w e r e  t r e a t e d  e q u a l l y  o n c e  t h e y iii»r a
w e  e x p e c t e d  t h a t  S D ^  w o u l d  be s t a t i s t i c a l l y  t he  
p r i o r i t i e s  d e f i n e d  i n  t h e  h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t
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7 . 6 . 5 )  E < W . )  w i t h  i > 2
Now o u r  p r o b l e m  i s  t o  - f i n d  t he  e x p e c t e d  w a i t i n g  
t i m e  when mor e  t h a n  t wo p r i o r i t i e s  a r e  d e f i n e d  i n  o u r  
s i m u l a t i o n  m o d e l .  I n  t h i s  s e c t i o n  w e  p r e s e n t  an 
a p p r o x i m a t i o n  t o  s o l v e  t h i s  p r o b l e m .  We a ssumed i n i t i a l l y  
t h r e e  p r i o r i t i e s ,  a n d  t he n we made t h e  g e n e r a l i z a t i o n  f o r  
a n y  numbe r o f  p r i o r i t i e s .
W i t h  t h r e e  p r i o r i t i e s  i n  o u r  s i m u l a t i o n  m o d e l ,  we 
e x p e c t e d  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p s  t o  be s a t i s f i e d :
E<W2 ) - E<W j) * < I S  j -  i s 2 > + 0 . 5 0  ........... . 12)
e <w 3 ) - e <w 2> = < I S 2 -  i s 3 ) + 0 . 5 0  ........... . 13)
t I S k i I S k + l  1 p a t i e n t s  w i t h p r i o r i t y  " k "
h a v e h i g h e r
p r  i o r  1i t y  t h a n t h o s e w i  th p r i o r i t y  " k + 1 " 1
E x t e n d i n g  e x p r e s s i o n  ( 7 . 5 )  f r o m  s e c t i o n  7 . 6 . 3 . 1 ,  we o b t a i n e d  
t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n :
< l - P j - P g )  XE<Wg) ♦ P 2*E<W2 > ♦ P j X E i W j )  = E<W> . . . . < 7 .  14)
C o m b i n i n g  e x p r e s s i o n s  < 7 . 1 2 ) ,  < 7 .  13)  4« < 7 .  14) we h a v e  a 
s y s t e m  o f  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  w i t h  t h r e e  v a r i a b l e s  E < W j > ,  
E<W2 > and E < W g ) . S o l v i n g  t h i s  s y s t e m ,  we o b t a i n  t h e  
f o l l o w i n g  a p p r o x i m a t i o n s :
E< W j> -  E<W> -  t I S " ' X <  1 - P j - P 2 > ♦ I S ' * «  1 - P j >  1 ...............< 7 . 1 5 )
E<W2) -  E<W j> ♦ I S '  .......................................................... .................<7.  16)
2 0 3

■for t he l o w e s t  p r i o r i t y )  i s  e q u a l  t o  z e r o ,
a) II—>
(SiHe I S j  j j  = 2 , < k - 1)
b> I s k = 0
t h e n ,  u n d e r t h e s e c o n d i  t i o n s , t h e d i f f e r e n c e  i n t h e e x p e c  t e d
w a i t i n g  t i m e w i  1 1 be 0 . 5 0 ,  e x c e p t f o r  t h e  1a s t two 1o w e s t
p r i o r i t i e s ,  i n  w h i c h  c a s e  i t  w o u l d  b e :
E < W k _ j )  -  E<Wk> = I S j  + 0 . 5
U s i n g  e q .  7 . 1 8  w i t h  t h e  a b o v e  a s s u m p t i o n s ,  E ( W j )  w o u l d  b e :
k - 2  1 k - 1
E< W j )  =  E<W> -  CÇ= 1 < 0 . 5 )  < 1- Ç ^ j P j )  + < I S j + 0 . 5 >  < 1 - Ç ^ j P j )  í
S o ,  t h e  ma xi mu m v a l u e  -for I S j  t h a t  s a t i s - f i e s  E < W j ) ÿ 0  i s
k - 2  1
E<W> -  Ç= 1 < 0 .5> < l - Ç = 1 Pj >
ISK m » x > -------------- — -------- - 0 '50
1 '  5 - i p j
I f  I S k < t h e  s c o r e  o f  t h e  l o w e s t  p r i o r i t y )  i s  e q u a l  t o  I S j ,  
t he n t h e r e  i s  no n e e d  t o  know t h e  maximum v a l u e  f o r  I S j  
b e c a u s e  a l l  t h e  p r i o r i t i e s  on t h e  l i s t  w o u l d  r e c e i v e  t h e  
same t r e a t m e n t .  I f  0 < I S k < I S j ,  t h e n  t h e  maximum v a l u e  f o r  
I S j  w o u l d  b e  t h e  maximum v a l u e  f o r  I S j  when I S k“ 0 p l u s  I S k ,
-  I f  0 < l s k < l s i • t h# n 
I S * K m a x >  “  1 ® 1 ( m a x )  + I S k
< I S l ( m . x > '  wh#n , S k“ 0>
2 0 5
A l l  t h e  e x p r e s s i o n s  t h a t  we o b t a i n e d  - for  a g e n e r a l  c a s e  i n  
t h e  e x p e c t e d  w a i t i n g  t i m e  a r e  c o n s i s t e n t  w i t h  o u r  s i m u l a t i o n  
r e s u l t s ,  w h e r e  t wo m e d i c a l  p r i o r i t i e s  w e r e  d e f i n e d  i n  t h e  
h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t  m o d e l .
I
2 0 6
7 .7 >  Summary
By u s i n g  s i m u l a t i o n ,  we c o u l d  e v a l u a t e  t h e  
b e h a v i o u r  o f  t h e  w a i t i n g  t i m e  p e r  p r i o r i t y  p r o d u c e d  when a 
s c o r i n g  s y s t e m  w a s u se d  i n  t h e  p o l i c i e s  o f  a d m i s s i o n ,  u s i n g  
a q u e u e i n g  model < c h a p t e r  V I )  w i t h  t he a r r i v a l s  r a t e  e qual  
t o  t h e  a d m i s s i o n  r a t e s ,  w h i c h  m e an s ,  w i t h  t h e  t r a f f i c  
i n t e n s i t y  e qu al  t o  one < p = l ) .
We c o n s i d e r e d  t h a t  h a v i n g  p = l  i n  t h e  s i m u l a t i o n  
model  m e a n t  we c o u l d  have a m o r e r e a l i s t i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  
a w a i t i n g  l i s t ,  i n  t e r ms  of  i t s  t o t a l  l e n g t h ,  b e c a u s e  i f  
P < 1, t h e  e x p e c t e d  l e n g t h  w o u l d  t e n d  t o  z e r o ,  and i f  p > 1,
i t  w o u l d  t e n d  t o  i n f i n i t y ;  i t s  i n c r e m e n t  o r  d e c r e m e n t  w o u l d  
d e p en d on t h e  d i f f e r e n c e  be twe e n a r r i v a l s  a n d  a d m i s s i o n s  
r a t e s .
By a n a l y t i c a l  means ( s e c t i o n  7 . 3 . 1 )  we 
d e m o n s t r a t e d  t h a t  i f  we u s e  p — 1 , t h e  e x p e c t e d  t o t a l  l e n g t h  
o f  t h e  l i s t ,  r e f e r r e d  t o b y  t h e  symbol  Q ,  M o u l d  be e q u a l  t o  
i t s  i n i t i a l  v a l u e  a t  t h e  s t a r t  o f  t h e  s i m u l a t i o n  <Q0> and 
i t s  v a r i a n c e  w o u l d  i n c r e a s e  w i t h  t h e  t i m e ,  a n o n - s t a t i o n a r y  
p r o c e s s .
206.1
When we s i m u l a t e d  o u r  mo d el  w i t h  p ~  1 , we -found 
t h a t  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  w a i t i n g  t i m e  a n d  t h e  l e n g t h  o f  
t h e  l i s t  f o r  u r g e n t  c a s e s  w e r e  a l s o  a f f e c t e d  b y  t h e  t i m e ;  
t h e i r  v a r i a n c e s  i n c r e a s e d  w i t h  t h e  t i m e  ( s e e  g r a p h s  7 .  1 t*
7 . 2 )  .
O n e  way t o  s o l v e  t h e  n o n - s t a t i o n a r y  p r o b l e m  i n  o u r  
s i m u l a t i o n  m o d e l  w a s  t o  h a v e  a c o n s t a n t  n umbe r  o f  t o t a l  
a r r i v a l s ,  t h i s  i m p l i e d  t h a t  t h e  t o t a l  l e n g t h  o f  t h e  l i s t  
w o u l d  be a l w a y s  e q u a l  t o  i t s  i n i t i a l  v a l u e ,  Q 0 , and t h e  o n l y  
ra n do m e f f e c t  i n  t h e  model  w o u l d  b e  t h e  a l l o c a t i o n  o f  
m e d i c a l  p r i o r i t i e s ,  w h i c h  w e r e  a s s u m e d  t o  f o l l o w  a b i n o m i a l  
d i s t r i b u t i o n .  U n d e r  t h e s e  r e s u l t s  we c h e c k e d  t h a t  t h e  
c o m p u t e r  p r o g r a m  ( s e c t i o n  7 . 5 )  w a s  r u n n i n g  a c c o r d i n g  t o  w h a t  
we e x p e c t e d .
T h e n ,  i n  o r d e r  t o  d e v e l o p  mor e  a c c u r a t e  r e s u l t s  i n  
t h e  v a r i a b i l i t y  o f  t h e  s i m u l a t i o n  model  w i t h  r a n d o m  a r r i v a l s  
a nd c o n s t a n t  a d m i s s i o n s  ( t h e  e x p e c t e d  n umbe r  o f  t o t a l  
a r r i v a l s  p e r  week w a s t h e  n u mb e r  o f  a d m i s s i o n  p e r  w e e k ) ,  we 
e x p e r i m e n t e d  w i t h  t h e  m o d e l ,  p l a c i n g  an u p p e r  a nd l o w e r  
l i m i t s  f o r  Q .  T h e s e  l i m i t s  w e r e  d e f i n e d  t o  b e  v e r y  c l o s e  t o  
Q0 t o  a v o i d  t h e  n o n - s t a t i o n a r y  p r o b l e m  i n  Q p r e s e n t e d  i n  t h e  
model  w i t h  r a n d o m  a r r i v a l s .
T h e  p r o c e d u r e  u s e d  t o  i m p l e m e n t  t h e  a b o v e  l i m i t s  
was as f o l l o w s !  i f  Q i s  a b o v e  i t s  u p p e r  l i m i t  t h e  t o t a l  
number  o f  a d m i s s i o n s  w e r e  i n c r e a s e d ,  i f  i t  w a s  b e l o w  t h e  
l o w e r  l i m i t ,  t h e  a d m i s s i o n s  w e r e  d e c r e a s e d .
206.2
T o  o p e r a t e  t h e  a b o v e  p r o c e d u r e  i n  a - f l e x i b l e  w a y ,  
t w o  t y p e s  o f  d e l a y s  w e r e  d e f i n e d  i n  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l ;  
t h e  f i r s t  o n e  t o  d e c i d e  t h e  need f o r  c h a n g i n g  t he  a d m i s s i o n s  
n u m b e r ,  a nd t h e  s e c o n d  o n e ,  i n d e p e n d e n t  o f  t he  f i r s t  d e l a y ,  
t o  s t a r t  t h e  m o d i f i c a t i o n  i n  t he number o f  a d m i s s i o n s .
S o ,  t h e  new a d m i s s i o n s  p a t t e r n  w o u l d  d e pe nd on t he  
u p p e r  and l o w e r  l i m i t s  f o r  Q ,  t h e  i n c r e m e n t  or  d e c r e m e n t  i n  
t h e  a d m i s s i o n s  when Q i s  o u t  i t s  l i m i t s ,  a n d  t he  two t y p e s  
o f  d e l a y s  t o  d e c i d e  and i n i t i a t e  t h e  c h a n g i n g  i n  t h e  
admi s s i  o n s .
B e c a u s e  o f  t h e  number  o f  c o n d i t i o n a l  o p e r a t i o n s  
t h a t  had t o  be c o n s i d e r e d  i n  t he new a d m i s s i o n  p a t t e r n ,  we 
f o u n d  t h e  f l e x i b i l i t y  o f  F o r t a n  77 v e r y  u s e f u l  ( s e e  s e c t i o n
7 . 5 ) .  I n  a n y  s i m u l a t i o n  p u r p o s e  l a n g u a g e s  ( S I M S C R I P T ,  GPSS,  
D Y N A M O , . . ) ,  we c o n s i d e r  t h a t  t he p r o g r a m m i n g  of  t h i s  
a d m i s s i o n  p a t t e r n  w o u l d  h a v e  been much m o r e  d i f f i c u l t ,  
d e s p i t e  t h e  f a c t  t h a t  some o f  them may a c c e p t  F o r t r a n  
s u b r o u t i n e s .
T o  c he c k  t h a t  t h e  model was r u n n i n g  as  we e x p e c t e d  
w i t h  t h e  new a d m i s s i o n s  p a t t e r n ,  we d i s p l a y e d  t h e  r e s u l t s  i n  
Q a nd i n  t h e  number  o f  a d m i s s i o n s  week b y  week,  d u r i n g  180 
s i m u l a t e d  w e e k s .
T h e  v a l i d a t i o n  o f  t he  model  w a s  based on t he  
c o m p a r i s o n  o f  t h e  mean w a i t i n g  t i m e  p e r  p r i o r i t y .  Me assumed 
i n i t i a l l y  two t y p e s  o f  m e d i c a l  p r i o r i t i e s  ( U r g e n t  and N o n -  
U r g e n t  c a s e s ) .  Me e x p e c t e d  not  t o  h a v e  a n y  s i g n i f i c a n t  
d i f f e r e n c e  i n  t h e  a v e r a g e  w a i t i n g  t i m e ,  when no p r i o r i t y
206.3
d i s t i n c t i o n s ,  we re  made i n  t h e  p o l i c i e s  o f  a d m i s s i o n .  Me 
w o u l d  h a v e  l i k e d  t o  c o m p a r e  t h e s e  r e s u l t s  w i t h  some r e a l  
s y s t e m  i n  o r d e r  t o  g e t  b e t t e r  v a l i d a t i o n  o-f t h e  s i m u l a t i o n  
m o d e l .  H o w e v e r  t h e  r i s k s  i n v o l v e d  c h a n g i n g  t h e  p o l i c i e s  o-f 
a d m i s s i o n  i n  a h o s p i t a l  w e r e  t o o  h i g h  - for t h i s  a c a d e m i c  
r e s e a r c h .  T h e r e f o r e ,  we c o n s t r a i n e d  o u r  v a l i d a t i o n  t o  
l o g i c a l  a n d  m a t h e m a t i c a l  c o m p a r i s o n s .
O n c e  t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  was v a l i d a t e d ,  t h e  model  
was r u n  u n d e r  d i f f e r e n t  v a l u e s  f o r  t h e  f o l l o w i n g  v a r i a b l e s :  
Q 0 ,  MU, I S ,  PU,  D I S T ,  L E ,  A D ,  D l ,  a n d  D 2 .
O ne  of t h e  i m p o r t a n t  r e s u l t s  o f  t h i s  s i m u l a t i o n  
wa s t h a t  w e  c o u l d  c o n t r o l  t h e  v a r i a b i l i t y  i n  t h e  w a i t i n g  
t i m e ,  m e a s u r e d  b y  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n ,  b y  m a i n t a i n i n g  t h e  
t o t a l  l e n g t h  of  t h e  l i s t  w i t h i n  c e r t a i n  l i m i t s .  A  r e g r e s i ó n  
e q u a t i o n  i n  t e r m s  o f  t h e  l i m i t s  d e f i n e d  f o r  Q,  t h e  
i n c r e m e n t s  (•♦• o r  - >  f o r  t h e  a d m i s s i o n s ,  a n d  t h e  s t a n d a r d  
d e v i a t i o n  i n  t he number  o f  a r r i v a l s  was u s e d  t o  e x p l a i n  t h i s  
v a r i a b i l i t y  ( s e c t i o n  7 . 6 . 4>
A n o t h e r  i m p o r t a n t  r e s u l t  was t h a t  we c o u l d  
d e v e l o p  a f o r m u l a  f o r  t h e  e x p e c t e d  w a i t i n g  t i m e  f o r  a n y  
number  o f  p r i o r i t i e s  i n  t h e  w a i t i n g  l i s t ,  w i t h  t h e  t r a f f i c  
i n t e n s i t y  e q u a l  t o  one  ( s e e  s e c t i o n  7 . 6 . 3 > |  t h i s  f o r m u l a  was 
a c o m b i n a t i o n  of  t h e  i n i t i a l  v a l u e  f o r  Q ,  t h e  t o t a l  a r r i v a l s  
r a t e ,  t h e  p r o p o r t i o n  o f  a r r i v a l s  f o r  e a c h  p r i o r i t y ,  a n d  t h e
2 0 6 . 4
i n i t i a l  s c o r e  g i v e n  t o  e a c h  p r i o r i t y .  T h i s  - f o rm u l a  was t h e  
c o m b i n a t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  p r e l i m i n a r y  r e s u l t s :
-  t h e  s i m u l a t i o n  r e s u l t s  sh owe d t h a t  t h e  
d i f f e r e n c e  i n  t h e  mean w a i t i n g  t i m e  was 
d e t e r m i n e d  b y  t h e  i n i t i a l  s c o r e  g i v e n  t o  each 
p r i o r i  t y
-  t h e  e x p e c t e d  w a i t i n g  t i m e ,  when t h e  l i s t  d o e s  
n o t  h a v e  p r i o r i t i e s ,  w h i c h  i s  t h e  c a s e  when o u r  
model  was d e f i n e d  w i t h  I S = 0 ,  can be f o u n d  by  
u s i n g  L i t t l e ' s  e q u a t i o n  ( s e c t i o n  6 . 1 0 >
T h e  o t h e r  s i m u l a t i o n  r e s u l t s  w e r e  t h a t  t h e  t y p e  of  
d i s t r i b u t i o n  u s e d  t o  g e n e r a t e  t h e  t o t a l  number  o f  a r r i v a l s  
a n d  t h e  t w o  t y p e s  o f  d e l a y  i n  t h e  a d m i s s i o n  p a t t e r n  d i d  n o t  
s h o w  a n y  s i g n i f i c a n t  e f f e c t  on t h e  w a i t i n g  t i m e  
d i  s t r i b u t i o n .
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7 . 8 )  C o n c l u s i o n  o f  t h e  E x p e r i m e n t
We h a v e  s een t h e  s t a t i s t i c a l  r e s u l t s  o f  a 
s i m u l a t i o n  mod el  t h a t  r e p r e s e n t s  t h e  p r o c e s s  o-f a d m i s s i o n  
f r o m  a h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t  when a s c o r i n g  s y s t e m  i s  u s e d  
i n  t h e  p o l i c i e s  o f  a d m i s s i o n .  A l s o  we show one wa y t o  t a c k l e  
t h e  p r o b l e m  o f  n o n - s t a t i o n a r i t y  i n  t h e  v a r i a b i l i t y  o f  t h e  
l e n g t h  o f  t h e  l i s t  when t h e  a r r i v a l  r a t e  i s  e q u a l  t o  t h e  
a d m i s s i o n  r a t e .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  we saw how t h e  s i m u l a t i o n  
r e s u l t s  can be  c o m b i n e d  w i t h  a n a l y t i c a l  m e t h o d s  t o  p r o d u c e  a 
f o r m u l a  f o r  t h e  e x p e c t e d  w a i t i n g  t i m e .
D e s p i t e  t h e  a b o v e  r e s u l t s ,  t h e  q u e s t i o n  s t i l l  
r e m a i n s  o f  how c o n s i s t e n t  t h e s e  r e s u l t s  w o u l d  be i f  t h e y  
w e r e  a p p l i e d  t o  a r e a l  w a i t i n g  l i s t  w i t h  c o n d i t i o n s  s i m i l a r  
t o  o u r  s i m u l a t i o n  m o d e l .  T h r e e  f a c t s  s u g g e s t  t h a t  o u r  
r e s u l t s  c o u l d  be c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  r e a l  w o r l d :
-  t h e  f i r s t  o n e  i s  t h e  f a c t  t h a t  t h e  s c o r i n g  
s y s t e m  t o  d e c i d e  w h a t  s o r t  o f  p r i o r i t y  can be 
a s s i g n e d  t o  e ac h p r i o r i t y  i s  v e r y  f l e x i b l e ,
-  t h e  s e c o n d  o n e ,  b a s e d  on t h e  r e s u l t  t h a t  t h e  two 
t y p e s  o f  d e l a y s  w e r e  n o t  s i g n i f i c a n t ,  i s  t h a t  
t h e r e  i s  e n o u g h  t i m e  t o  d e c i d e  t h e  ne e d f o r  
c h a n g i n g  t h e  numbe r o f  a d m i s s i o n s  ( 4 - 8  w e e k s )  
a nd t o  s t a r t  t h i s  c h a n g e  < 2 - 4  w e e k s ) ,
w i t h o u t  a f f e c t i n g  t h e  w a i t i n g  t i m e  d i s t r i b u t i o n ,
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-  a nd t h e  t h i r d  o n e  i s  t h a t  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  
and t h e  v a r i a n c e  o f  t h e  a r r i v a l s  d i s t r i b u t i o n  
w e r e  t h e  s i g n i f i c a n t  f a c t o r s  i n  t h e  w a i t i n g  t i m e  
d i s t r i b u t i o n ,  a n d  n o t  t he  t y p e  o f  d i s t r i b u t i o n  
a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  a r r i v a l s  p a t t e r n .
One o f  t h e  l i m i t a t i o n s  i n  o u r  h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t  
m od e l  was t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  p r o p o r t i o n  o f  l o s t  
p a t i e n t s  < p j o s t > was z e r o .  We saw i n  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  
t h i s  c h a p t e r  t h a t  t h e r e  w e r e  a  number  o f  l o s t  p a t i e n t s  i n  
l i s t  w i t h  l o n g  w a i t i n g  l i s t  ( s e e  r e f .  £ 4 J > .  T o  a d j u s t  o u r  
s i m u l a t i o n  r e s u l t  t o  t h i s  p o s s i b l e  s i t u a t i o n  i n  o u r  model  
< P l o m t $ 0 > ,  we h a v e  t o  c h a n g e  Q8 t o  Q 0 X < 1 - P j •
T h e  o t h e r  l i m i t a t i o n  wa s i n  r e l a t i o n  t o  t h e  
m e d i c a l  p r i o r i t y .  We c o n s i d e r e d  t h a t  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  
p r i o r i t y  d i d  n o t  c h a n g e  w i t h  t h e  t i m e  i n  t h e  w a i t i n g  l i s t  i s  
a d i f f i c u l t  one  t o  s a t i s f y  i n  a r e a l  w a i t i n g  l i s t .  I f  t h e  
p r i o r i t y  i n c r e a s e s  w i t h  t h e  w a i t i n g  t i m e ,  t h e  g e n e r a l  
p r o c e d u r e  i s  t o  u s e  an e x p r e s s i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  f o r m  ( s e e  
r e f e r e n c e s  1 1 8 1 ,  [ 4 2 1  tt £ 5 2 3 «
SCORE -  * < t  .
1 K £ , t >  i f u n c t i o n  o f  some b i o l o g i c a l ,  s o c i a l  
and e c o n o m i c a l  f a c t o r s  o f  t h e  
p a t i e n t s  < £,> a nd t h e  w a i t i n g  t i m e  < t > .
T h e n ,  t h e  same p r i n c i p l e  t h a t  we u s e d  i n  o u r  s i m u l a t i o n  
m o d e l  i s  a p p l i e d .  T h e  d i f f i c u l t i e s  i n  t h i s  s o r t  o f  f u n c t i o n  
V i s  t h e  d e f i n i t i o n  of  t h e  f a c t o r s  £ ,  a nd t h e  v a l i d i t y  of  
c o m b i n i n g  t h e  f a c t o r s  £ i n  a s i n g l e  e x p r e s s i o n .
I n  o u r  s i m u l a t i o n  m o d e l , we u s e d  
s c o r i n g  - f o r m u l a  <*< £ ,  t )  =  1 S+ 1)  t o  h a v e  - f u l l  
p a r a m e t e r  I S  a nd t o  be a b l e  t o  c o n c e n t r a t e  
t he  w a i t i n g  t i m e  d i s t r i b u t i o n  p e r  p r i o r i t y  
i n t e n s i t y  wa s e q u a l  t o  o n e .
a v e r y  s i m p l e  
c o n t r o l  o f  t h e  
o u r  a n a l y s i s  on 
when t h e  t r a f f i c
T h e r e f o r e ,  i n  t h e  s i m u l a t i o n  a n a l y s i s  o f  a s c o r i n g  
s y s t e m  t h a t  d e f i n e s  t h e  p o l i c i e s  o f  a d m i s s i o n  f r o m  a 
h o s p i t a l  w a i t i n g  l i s t ,  a c o m p r o m i s e  has t o  be made b e t w e e n  
t he a s s u m p t i o n s  of  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l ,  t h e  c o n t r o l  
m e c h a n i s m  < V > , t h e  c o m p l e x i t y  o f  e v a l u a t i n g  t h e  e f f e c t s  o f  
t he  p a r a m e n  t e r s  i n v o l v e d  i n  9 ,  a n d  t he  o b j e c t i v e  o f  t h e  
s i m u l a t i o n  e x p e r i m e n t .
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Wj & Q j  i n  c o n t r o l  and n o n - c o n t r o l  
c o n d i t i o n s  d u r i n g  - f i v e  y e a r s
XC h a r a c t e r  i s t i c s  i n  t h e  s i m u l a t i o n  model  :
Q0 = 200 ; MU = 20 ; PU = 0 . 5 0  ¡¡ i s = 10 5
SD = 6 ! AD = 1 ; L E  = 10 : D I  == 3 ;! D2 = 1
Y e a r
W 1
C o n t r o l
Q 1 W
N o n - C o n t r o l  
1 Q 1 •
Mean s Mean s Mean s Mean s
1 4 . 7 8 0 . 9 4 8 . 1 1 1 . 5 4 . 7 3 1 . 6 4 7 . 9 1 8 . 8
2 4 . 6 5 1 . 4 4 6 . 8 1 5 . 2 4 . 5 8 3 . 2 4 6 . 4 3 2 . 9
3 4 . 8 7 0 . 9 4 9 . 2 1 0 . 8 4 . 8 1 3 . 8 4 8 . 7 3 9 . 0
4 4 . 6 7 1 . 5 4 7 . 0 1 6 .  1 4 . 7 4 4 . 3 4 7 . 7 4 4 . 3
5 4 . 3 2 1 . 5 4 3 . 0 1 5 . 1 4 . 5 4 4 . 9 4 5 . 6 5 0 . 4
-  T h e  me ans w e r e  c a l c u l a t e d  w i t h  n = 3 0 .
-  s :  S a m p l e  S t a n d a r d  D e v i a t i o n s
X N o r m a l  D i s t r i b u t i o n  w a s  u s e d  i n  t h e  a r r i v a l s  p a t t e r n
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Table 7.2
AN OUA in Wj by DI ST, Q 0 , MU, PU and IS
X** A n a l y s i s  o f  V a r i a n c e  XXX
U a r i & t e i  W ;
S o u r c e  o-f V a r i a t i o n DF SS MS VR
D I  ST 1 0 . 1 3 0 2 0 . 1 3 0 2 0 . 2 0 2
Q0 1 2 7 7 8 . ¿ 7 9 9 2 7 7 8 . ¿ 7 9 9 4 3 1 3 . 2 1 5
MU 1 2 5 9 5 . 5 2 1 2 2 5 9 5 . 5 2 1 2 4 0 2 3 . 9 0 7
I S  . 1 ¿ 4 3 . 9 0 5 8 ¿ 4 3 . 9 0 5 8 9 9 9 . 5 0 5
PU 1 3 8 ¿ . 7 7 4 9 3 8 ¿ . 7 7 4 9 ¿ 0 0 . 3 7 3
D I S T . Q 0 1 0 . 0 0  10 0 . 0 0 1 0 0 . 0 0 2
D I S T . M U 1 0 . 9 0 8 3 0 . 9 0 8 3 1. 41 0
Q0 .MU 1 1 3 3 . 4 3 4 8 1 3 3 . 4 3 4 8 2 0 7 . 1 2 5
D I S T . I S 1 0 . 0  ¿91 0 . © ¿ 9 1 0 . 107
Q0 . I S 1 0 . 0 3 0 4 0 . 0 3 0 4 0 . 0 4 7
MU .  I S 1 0 . 9 8 2 0 0 . 9 8 2 0 1 . 5 2 4
D I S T . PU 1 1. 194¿ 1 . 1 9 4 ¿ 1 . 8 5 4
Q0 .PU 1 0 . ¿ ^ 9 0 . ¿ ^ 9 0 . 9 5 8
MU .  PU 1 0 . 3 7 3 9 0 . 3 7 3 9 0 . 5 8 0
I S .  PU 1 ¿ 9 . 5 9 ¿ 8 ¿ 9 . 5 9 ¿ 8 1 0 8 . 0 3 2
D I S T . Q 0 .MU 1 0 . 2 1 8 7 0 . 2 1 8 7 0 . 3 3 9
D I S T . Q 0  . I S 1 0 . 0 3 1 8 0 . 0 3 1 8 0 . 0 4 9
D I S T . M U . I S 1 0 . 0 8 3 5 0 . 0 8 3 5 0 . 1 3 0
Q 0 . M U . I S 1 1 . 7 9 2 5 1 . 7 9 2 5 2 . 7 8 2
D I  S T . Q 0 . P U 1 0 . 2 3 3 7 0 . 2 3 3 7 0 ^ ¿ 3
D I  S T . M U . P U 1 0 . 0 5 4 2 0 . 0 5 4 2 0 . 0 8 4
Q 0 . M U . P U 1 2 . 9 4 1 7 2 . 9 4 1 7 4 . 5 ¿ ¿
D I S T . I S . PU 1 0 ^ ¿ 7 2 0 ^ ¿ 7 2 0 . 5 7 0
Q0 . I S . PU 1 0 . 4 7 9 1 0 . 4 7 9 1 0 . 7 4 4
M U . I S . PU 1 0 . 10¿9 0 . 10 ¿9 0 . l ¿ ¿
R E SI D UA L ¿ 1 4 3 9 5 . 5 5 4 0 0 . ¿ 4 4 2
GRAND T O T A L ¿ 3 9 70 1 4 . 0 2 7 3
GRAND MEAN 7 . 1 3 7
T O T A L  NUMBER OF O BSE R VA TI O NS  ¿40
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ANOVA i n  W2 b y  DI  S T ,  Q0 , MU, PU a n d  I S
XXX A n a l y s i s  o f  V a r i a n c e  XXX 
V a r i a t e :  W2
S o u r c e  o f  V a r i a t i o n DF SS MS VR
DI ST 1 0 . 2 3 4 9 0 . 2 3 4 ? 0 . 3 3 3
Q0 1 2 8 0 8 . 9 7 0 7 2 8 0 8 . 9 7 0 7 3 9 8 0 . 2 0 2
MU 1 2 5 9 5 . 1 5 4 8 2 5 9 5 . 1 5 4 8 3 6 7 7 . 2 3 3
I S 1 1 4 2 4 . 0 8 2 0 1 4 2 4 . 0 8 2 0 20 1 7 . 8 6 8
PU 1 3 8 2 . 2 6 2 9 3 8 2 . 2 6 2 9 5 4 1 . 6 5 2
D I S T . Q 0 1 0 . 0 1 8 7 0 . 0 1 8 7 0 . 0 2 7
DI S T . M U 1 0 . 7 0 6 2 0 . 7 0 6 2 1 . 0 0 1
Q0 .MU 1 1 3 3 . 3 3 3 8 1 3 3 . 3 3 3 8 1 8 8 . 9 2 9
D I S T . I S 1 0 . 0 5 4 4 0 . 0 5 4 4 0 . 0 7 7
Q0 . I S 1 0 . 0 0 5 3 0 . 0 0 5 3 0 . 0 0 7
MU. I S 1 1 . 3 4 3 2 1 . 3 4 3 2 1 . 9 0 3
D I S T . PU 1 1 . 2 4 6 1 1 . 2 4 6 1 1 . 7 6 6
Q0 . PU 1 0 . 7 6 0 4 0 . 7 6 0 4 1 . 0 7 7
MU. PU 1 0 . 7 6 5 9 0 . 7 6 5 9 1 . 0 8 5
I S .  PU 1 6 8 . 1 5 9 6 6 8 . 1 5 9 6 9 6 . 5 7 9
D I S T . Q 0 .MU 1 0 . 1 4 3 4 0 . 1 4 3 4 0 . 2 0  3
D I S T . Q 0 . I S 0 . 0 9 7 5 0 1 0 9 7 5 0 . 1 3 8
D I S T . M U . I S 1 0 . 0 2 2 8 0 . 0 2 2 8 0 . 0 3 2
Q 0 . M U . I S 1 2 . 0 3 4 1 2 . 0 3 4 1 2 . 8 8 2
DI S T . Q 0 . P U 1 0 . 1 5 5 0 0 . 1 5 5 0 0 . 2 2 0
DI S T . M U . P U 1 0 . 1 2 1 0 0 . 1 2 1 0 0 . 1 7 1
Q 0 . M U . P U 1 3 . 3 9 0 2 3 . 3 9 0 2 4 . 8 0  4
D I S T . I S . P U 1 0 . 7 6 7 3 0 . 7 6 7 3 1 . 0 8 7
Q 0 . I S . PU 1 0 . 5 9 6 6 0 . 5 9 6 6 0 . 8 4 5
M U . I S . PU 1 0 . 2 5 6 8 0 . 2 5 6 8 0 . 3 6 4
R E S I D U A L 614 4 3 3 . 3 2 1 8 0 . 7 0 5 7
GRAND T O T A L  6 3 ?  7 8 5 7 . 9 4 5 3
GRAND MEAN 1 5 . 1 5 5
T O T A L  NUMBER OF O BS E R V A T I O N S  640
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ANOVA i n  G j  b y  D I S T ,  Q0 , MU, PU and I S
A n a l y s i s  o f  V a r i a n c e  XXX 
V a n '  ait es Q j
S o u r c e  o f  V a r i a t i o n  D F SS MS VR
D I S T 1
Q0 1
MU 1
I S 1
PU 1
D I S T . Q 0 1
D I S T . M U 1
Q0 . MU 1
D I S T . I S 1
Q 0 . I S 1
MU.  I S 1
D I S T . PU 1
Q0 . P U 1
M U . PU 1
I S . P U 1
D I S T . Q 0 . M U 1
D I S T . Q 0 . I S 1
D I S T . M U . I S * 1
Q 0 . M U . I S 1
D I S T . Q 0 . P U 1
D I S T . M U . P U 1
Q 0 . M U . PU 1
D I S T . I S . P U 1
Q 0 . I S . P U 1
M U . I S . PU 1
R E S I D U A L ¿ 1 4
1 4 9 . 6 14 9 . 6 0 . 7 8 6
5 7 5 1 1 6 . 9 5 7 5 1 1 6 . 9 3 0 2 4 . 0  12
4 4 1 8 7 . 2 4 4 1 8 7 . 2 2 3 2 . 3 4 0
12352¿ . 4 1 2 3 5 2 ¿ . 4 ¿ 4 9 . 5 1 2
5 1 7 0 1 7 . 2 5 1 7 0 1 7 . 2 2 7 1 8 . 5 1 9
9 . 0 9 . 0 0 . 0 4 7
2 3 4 . 6 2 3 4 . 6 1 . 2 3 4
3 9 7 . 1 3 9 7 .  1 2 . 0 8 8
7 9 . 2 7 9 . 2 0 . 4 1 6
4 . 4 4 . 4 0 . 0 2 3
3 7 5 0 . 2 3 7 5 0 . 2 1 9 . 7 1 9
3 7 8 . 3 3 7 8 . 3 1 . 9 8 9
1 6 9 6 4 . 7 1 ¿ 9 ¿ 4 . 7 8 9 . 2 0 2
10 1 3 . 6 10 1 3 . 6 5 . 3 3 0
4 ¿ 9 7 . 7 4 ¿ 9 7 . 7 2 4 . 7 0 1
1 3 . 5 1 3 . 5 0 . 0 7 1
5 ¿ .  3 5 ¿ .  3 0 . 2 9 6
1 1 4 . 3 1 1 4 . 3 0 . 6 0 1
8 2 2 . 0 8 2 2 . 0 4 . 3 2 2
¿ 7 . 3 ¿ 7 . 3 0 . 3 5 4
1 7 . 7 1 7 . 7 0 . 0 9 3
7 4 2 . 5 7 4 2 . 5 3 . 9 0 4
5 7 3 . 5 5 7 3 . 5 3 . 0  16
1 0 9 . 6 1 0 9 . 6 0 . 5 7 7
5 2 4 . 9 5 2 4 . 9 2 . 7 6 0
1 1 6 7 7 2 . 6 1 9 0 . 2
GRAND T O T A L  ¿ 3 9  1 4 0 7 3 3 0 . 0
GRAND MEAN 1 0 3 . 2 5
T O T A L  NUMBER OF O B S E R V A T I O N S  ¿40
I
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T a b l e  7 . 5
ANOVA i n  Q2 b y  DI S T ,  Q 0 , MU, PU and I S
XXX A n a l y s i s  o-f V a r i a n c e  XXX 
V a r i a t e :  G>2
S o u r c e  o-f V a r i a t i o n  DF SS MS
I 4
DI  ST
Q0
MU
I S
PU
D I S T . Q 0  
DI  S T . MU  
Q0 .MU 
D I S T . I S  
Q0 . I S  
MU.  I S  
DI  S T . P U  
Q0 . PU 
MU.  PU 
I S .  PU
D I S T . Q 0 . M U  
D I S T . Q 0 . I S  
D I S T . M U . I S  
Q 0 . M U . I S  
D I S T . Q 0 . P U  
D I S T . M U . P U  
Q 0 . M U . P U  
D I S T . I S . PU 
00 . I S . PU 
MU.  I S . PU
RE S I DUAL
1 1 1 7 . 3
1 2 5 0 8 8 8 . 1
1 7 1 7 3 8 . 3
1 1 2 3 8 9 0 . 2
1 5 5 1 6 3 2 . 6
1 2 . 9
1 3 0 . 2
1 1 . 2
1 1 5 . 0
1 5 7 . 6
1 8 9 0 6 . 0
1 1 0 3 . 5
1 1 7 6 0 7 . 0
1 4 8 4 . 4
1 1 5 . 5
1 1 5 5 . 2
1 3 1 6 . 6
* 1 2 . 7
1 4 7 5 . 3
1 1 4 4 . 9
1 1 . 9
1 2 7 2 . 4
1 1 0 8 . 2
1 3 2 . 9
1 4 9 . 8
614 8 9 6 5 4 . 9
1 1 7 . 3 0
2 5 0 8 8 8 . 1 1718
7 1 7 3 8 . 3 491
1 2 3 8 9 0 . 2 848
5 5 1 6 3 2 . 6 3 77 7
2 . 9 0
3 0 . 2 0
1 . 2 0
1 5. 0 0
5 7 . 6 0
8 9 0 6 . 0 60
1 0 3 . 5 0
1 7 6 0 7 . 0 120
4 8 4 . 4 3
1 5 . 5 0
1 5 5 . 2 1
3 1 6 . 6 2
2 . 7 0
4 7 5 . 3 3
1 4 4 . 9 0
1 . 9 0
2 7 2 . 4 1
1 0 8 . 2 0
3 2 . 9 0
4 9 . 8 0
1 4 6 . 0
GRAND T O T A L  639 1 1 1 6 7 0 3 . 0
GRAND MEAN 1 4 5 . 7 4
T O T A L ’ NUMBER OF O B S E R V A T I O N S  640
VR
803 
202 
298 
459 
845 
020 
. 2 0 7  
008 
. 103 
395 
993 
709 
581 
318 
106 
063 
168 
0 18 
255 
993 
0 13 
865 
. 741 
225 
341
2 1 1
T a b l e  7.6
A n a l y s i s  of  r e s i d u a l  sums o f  s q u a r e s  when QO , 
MU,  PU and I S  w e r e  u s e d  t o  e x p l a i n  UL t* CL
C h a r a c t e r i s t i c s  i n  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l :
SO = 6 ; AD = 1 ; L E  = 10 5 D 1 = 3 ; D2 = 1
U n i t s
Model  I Model  I I < S S 2- S S j )  Xf
u S S 1 *2 s s 2 S S  j X < f 2 ~f  l>
W 1 6 14 3 9 5 ^ ¿ 33 40 ¿ . 3 < 1) < 1
W2 ¿14 4 3 3 . 3 ¿ 33 4 4 ¿ .  0 < 1) < 1
Q 1 ¿1 4 1 1 6 , 7 7 2 . 6 ¿ 32 1 2 2 , 0 8 0 . 0 <2> 1 ^ *
« 2
¿ 14 8 9 , ¿ 5 4 . 9 ¿ 3 3 9 2 , 0 4 2 . 4 < 3) < 1
X p > 8 . 0 5
■fj : d e g r e e s  o f  f r e e d o m  
S S .  i R e s i d u a l  sums o f  s q u a r e s
Model  I <W. : Q .> «  |i+ot + H ♦ E i n t e r a c t i o n s  + «
* ‘ J k 1 m n j j ,  2 o r d e r
Model  I I  < U s i n g  s i g n i f i c a n t  e f f e c t s )  «
( 1 > Wi "  *i+« J +#k ^ l + T m+<* ^ > J k +<**T > l m+*
<2> Qj - •»♦«j+ik+é1+T(l>+<“ -é>Jl + <i-T>km+<*-T> ,m+f
<3> q 2 -  u +« J + V * 1+ V <“ , é ) j i + < # < T > km+ *
u G e n e r a l  mean *1 E f f e c t  of PU
a J E f f e c t  o f  Q0 T m E f f e c t  of I S
B v E f f e c t  o f  MU *n E f f e c t  of D I S T  •
« E x p e r i m e n t a l  e r r o r
1
S o u r c e :  T a b l e s  7 . 2 , 7 . 3 ,  7 . 4  and 7 . 3
2 1 2
T a b l e  7 . 7
.............
O b s e r v e d  a n d E x p e c t e d  W1 “ V ”
- C o n t r o l V « r i  a b l e » i  P D  -  1 , L E  »  10
D I  -  3 , D 2  -  1
- S D  -  6
C o n d i  t  i  o n s N . < n « 4 0 > Ôj  <n - 4 0 )
Q0 MU PU I S * i * 2 5 1 Ô 2
. 5
S 7 . 4
< 7 . 3 )
1 2 . 9
< 1 2 . 8 )
7 3 . 7  1 2 9 . 7
< 7 3 . 0 )  < 1 2 7 . 0 )
2 0 10 4 . 6
< 4 . 8 )
1 5 .  1
< 1 5 . 3 )
4 4 . 0  1 4 8 . 7
< 4 8 . 0 )  < 1 5 2 . 0 )
. 7
S 8 .  1
< 8 . 4 )
1 3 . 6  1 1 2 . 9
< 1 3 . 9 )  < 1 1 7 . 6 )
8 1 . 7
< 8 2 . 4 )
2 0 0 10 6 . 5
< 6 . 9 )
1 6 . 9
< 1 7 . 4 )
9 0 . 6  1 0 1 . 2
< 9 6 . 6 )  < 1 0 3 . 4 )
. 5 5 3 . 9
< 3 . 9 )
9 . 4
< 9 . 4 )
5 8 . 5
< 5 8 . 5 )
1 4 1 . 2
< 1 4 1 . 5 )
3 0 10 1 . 8
< 1 . 4 )
1 1 . 9
< 1 1 . 9 )
2 1 . 8
< 2 1 . 0 )
1 8 0 . 6
< 1 7 9 . 0 )
. 7 5 4 . 9  
< 5 . 8 )
1 0 . 4
< 1 0 . 5 )
1 0 3 . 2
< 1 0 5 . 0 )
9 4 . 3
< 9 5 . 0 )
10 3 . 8  
< 3 . 5 )
1 4 . 3
< 1 4 . 0 )
7 9 . 5
< 7 3 . 0 )
1 3 0 . 2
< 1 2 7 . 0 )
. 5
S 1 2 . 3
< 1 2 . 3 )
1 7 . 7
< 1 7 . 8 )
1 2 1 . 6
< 1 2 3 . 0 )
1 7 6 . 4
< 1 7 7 . 0 )
2 0 10 9 . 5
< 9 . 8 )
2 0 . 0
< 2 0 . 3 )
9 4 . 3
< 9 0 . 0 )
1 9 9 . 8
< 2 1 0 . 0 )
1
. 7
5 1 3 . 2
< 1 3 . 4 )
1 8 . 7
< 1 8 . 9 )
1 8 3 . 9
< 1 8 7 . 6 )
1 1 2 . 2
< 1 1 2 . 4 )
3 0 0 10 1 1 . 9 2 2 . 4 1 4 7 . 5 1 3 1 . 7
< 1 1 . 9 ) < 2 2 . 4 ) < 1 4 6 . 6 ) < 1 3 3 . 4 )
. 5
5  7’ . 4  1 2 . 9  1 1 1 . 9  1 9 6 . 9
< 7 . 3 )  < 1 2 . 8 )  < 1 0 9 . 5 )  < 1 9 0 . 5 )
3 0 10 4 . 6
( 4 . 8 )
1 5 .  1
< 1 5 . 3 )
4 8 . 9
< 7 2 . 0 )
2 2 7 . 6
< 2 2 8 . 0 )
. 7
• 5 8 . 2  
< 8 . 4 )
1 3 . 7
< 1 3 . 9 )
1 7 1 . 4
< 1 7 6 . 4 )
1 2 2 . 4
< 1 2 3 . 6 )
6 . 9
<4.9)
1 7 . 4  1 4 4 . 3  1 8 7 . 6
< 1 7 . 4 )  < 1 4 4 . 9 )  < 1 5 8 . 1 )
,  ,  * * * 
KZ -  E<0-E> /E 0.105 0.045 2.14 1 . 0 7
X N o n - S i  g n H  1 c a n  t  | p  > 0 . 0 5  
( 1 )  T h #  e x p e c t e d  v a l u e «  a r e  b e t w e e n  b r a c k e t s
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T a b l e  7 . 8
S ? W i , Q i >  0 0  » M U ’ P U  *  I S
< n - 4 0 >
-  C o n t r o l  V * r l » b 1 e * i  AO 
01
1 ,, L E  -  10
3 , 0 2 - 1
-  S O -  6
C o n d i  t  i o n s  
Q0 MU P U I S
SO
W 1
S D
W2
S D
Q 1
S D
° 2
3 0 . 8 4 0 . 8 4 1 1 . 9 1 3 . 8
. 5
2 0 10 0 . 8 8 0 . 8 8 1 0 . 2 1 3 . 2
3 1 . 0 0 1 . 0 0 1 6 . 9 8 . 8
. 7
2 0 0 10 1 . 6 4 1 . 8 2 4 . 8 1 5 . 6
5 0 . 8 3 0 . 9 8 1 3 . 8 1 6 . 9
. 5
3 0 10 0 . 3 ? 0 . 6 5 9 . 3 1 3 . 2
3 0 . 6 4 0 . 6 7 1 5 . 6 7 . 5
. 7
10 0 . 8 6 e  . 8 4 2 0 . 0 1 1 . 6
. .  . 3 0 . 6 7  ; 0 . 6 9 8 . 6 9 . 7
. 5
2 0 10 1 . 14 1 . 1 1 4 . 8 1 8 . 2
3 0 . 5 8 0 . 3 9 1 2 . 4 1 0 . 0
. 7
3 0 0 i 0 0 . 6 1 0 . 3 8 1 2 . 6 8 . 2
■ .• • • IN  .
3 0 . 4  1 0 . 3 9 9 . 3 1 2 . 3
. 3
3 0 10 0 . 4 6 0 . 4 3 8 . 8 1 2 . 3
3 0 . 3 1 0 . 4 9 1 3 . 8 9 . 0
. 7
10 0 . 4 7 0 . 3 0 1 2 . 1 1 0 . 2
M EAN 0 . 7 6  0 . 7 8  1 3 . 4
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T a b l e  7 . 9
A n a l y s i s  o f  r e s i d u a l  sums o f  s q u a r e s  when Q 8 , 
MU,  PU and I S  w e r e  u s e d  t o  e x p l a i n  SDwi  it  ® ^ Q i
C h a r a c t e r i s t i c s  i n  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l :
SD = 6 j A D =  1 } L E  = 10 | D1 =  3 •, D2 =  1
U n i t s
*1
M o d e l  I
88 1 *2
Model  I I
S S 2
( S S ^ S S j J X f  
S S j X C f 2 - f ^
SDW1 5 0 . 3 3 15 1 . 4 8 1 . 7 3  X
SDW2 5 0 . 5 0 15 1 . 8 7 1 . 3 5  X
s d q i
5 5 4 . 9 0 15 2 8 5 . 5 0 2 .  10 X
SD Q2 5 6 2 . 80 15 1 4 7. 80 < 1 X
X p > 0 . 0 5
t . : d e g r e e s  o f  f r e e d o m
S S.  : R e s i d u a l  sums o f  s q u a r e s
Model 1 <SDWi ', S D Q i > "  W+« J + *K +V T m+
E i n t e r a c t i o n
' . ..... . ' 1 it 2 o r d e r
Model I I  < SDw i • 8DQi> -  M+*
W G e n e r a l  mean *1 E f f e c t o f  PU
“ J
E f f e c t  o f Q0 T m E f f e c t o f  I S
E f f e c t  o f MU « E x p e r i m e n t a l e r r o r
S o u r c e :  T a b l e s  7 . 8
2 15
T a b l e  7 . 1 0
ANOUA i n  Wj  b y  SD,  A D ,  L E ,  D I  and D2
*XX A n a l y s i s  o-f V a r i a n c e  XXX 
V a r  i a t e  s W j
S o u r c e  o-f V a r i a t i o n  DF SS HS
SD
AD
L E
D l
D2 '
S D . A D  
S D . L E  
A D .  L E  
S D .  D I  
A D .  D I  
L E . D I  
S D . D 2  
A D . D 2  
L E . D 2  
D l  . D 2  
S D . A D . L E  
S D . A D . D I  
S D . L E . D I  
A D . L E . D I  
S D . A D . D 2  
S D . L E . D 2  
A D . L E . D 2  
S D . D l . D2 
A D . D l . D2 
L E . D l . D2
R E S I D U A L
1
1
1
294
4 . 0 5 0 0  
0 . 3 0 5 0  
1 . 6 7 4 2  
0.2611 
0 . 0 5 8 3  
0 . 7 3 1 5  
2 . 1 0 9 2  
0 . 0 6 0 0  
0 . 0 2 8 1  
0 . 3 9 7 4  
0 . 4 5 9 0  
0 . 3 1 8 8  
0 . 0 4 9 5  
0 . 0 1 0 4  
2 . 8 4 2 6  
0 . 0 5 5 1  
0 . 5 0 4 0  
0 . 0 0 9 9  
0 . 1 1 9 3  
0 . 2 3 9 8  
0 . 1 4 7 9  
1 . 2 8 0 2  
0 . 8 6 3 2  
0 . 3 5 2 4  
1 . 5 2 6 3
4 . 0 5 0 0  
0 . 3 0 5 0  
1 . 6 7 6 2  
0.2611  
0 . 0 5 8 3  
0 . 7 3 1 5  
2 . 1 0 9 2  
0 . 0 6 0 0  
0 . 0 2 8 1  
0 . 3 9 7 6  
0 . 4 5 9 0  
0 . 3 1 8 8  
0 . 0 4 9 5  
0 . 0 1 0 4  
2 . 8 4 2 6  
0 . 0 5 5 1  
0 . 5 0 4 0  
0 . 0 0 9 9  
0 . 1 1 9 3  
0 . 2 3 9 8  
0 . 1 4 7 9  
1 . 2 8 0 2  
0 . 8 6 3 2  
0 . 3 5 2 4  
1 . 5 2 6 3
1 6 0 . 2 0 9 1  0 . 5 4 4 9
GRAND T O T A L  319 1 7 8 . 6 6 4 7
GRAND MEAN 4 . 7 1 3
T O T A L  NUMBER OF O B S E R V A T I O N S  320
VR
7 . 4 3 2  
0 . 5 6 0  
3 . 0 7 6  
0 . 4 7 9  
0 . 107 
1 . 3 4 2  
3 . 8 7 1  
0 . 1 1 0  
0 . 0 5 2  
0 . 7 3 0  
0 . 8 4 2  
0 . 5 8 5  
0 . 0 9 1  
0 . 0 1 9  
5 . 2 1 6  
0 . 1 0 1  
0 . 9 2 5  
0 . 0  18 
0 . 2 1 9  
0 . 4 4 0  
0 . 2 7 1  
2 . 3 4 9  
1 . 5 8 4  
0 . 6 4 7  
2 . 8 0  1
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Tabi e 7.11
ANOVA in W 2 by SD, AD, LE, DI and D2
XXX A n a l y s i s  o-f V a r i a n c e  XXX 
V a r  i a t e ; W2
S o u r c e  o-f V a r i a t i o n DF SS MS VR
SD 1 3 . 6 0 6 1 3 . 6 0 6 1 6 . 6 6 3
AD 1 0 . 4 7 2 0 0 . 4 7 2 0 0 . 8 7 2
LE 1 1 .4 5 40 1 .4 54 0 2 . 6 8 6
D l 1 0 . 1 3 0 8 0 .  1308 0 . 2 4 2
D2 1 0 . 0 2 5 4 0 . 0 2 5 4 0 . 0 4 7
S D . A D 1 0 . 7 6 1 5 0 . 7 6 1 5 1 . 4 0 7
S D . L E 1 2 . 0 4 6 4 2 . 0 4 6 4 3 . 7 8 1
A D . L E 1 0 . 0 1 4 4 0 . 0 1 4 4 0 . 0 2 7
SD .  DI 1 8 . 0 0 1 6 0 . 0 0 1 6 0 . 0 0 3
A D .  D I 1 0 . 4 4 1 8 0 . 4 4 1 8 0 . 8 1 6
L E .  D I 1 0 . 6 2 3 9 0 . 6 2 3 9 1 . 153
S D . D 2 1 0 . 3 5 0 5 0 . 3 5 0 5 0 . 6 4 7
A D . D 2 1 0 . 0  1 19 0 . 0 1 1 9 0 . 0 2 2
L E . D 2 1 0 . 0 1 7 0 0 . 0 1 7 0 0 . 0 3 1
DI  . 0 2 1 2 . 8 6 7 1 2 . 8 6 7 1 5 . 2 9 7
S D . A D . L E 1 0 . 0 7 0 5 0 . 0 7 0 5 0 . 1 3 0
S D . A D . D I * 1 0 . 5 0 8 0 0 . 5 0 8 0 0 . 9 3 9
S D . L E . D I 1 0 . 0 0 0 1 0 . 0 0 0  1 0 . 0 0 0
A D . L E . D I 1 0 . 0 4 5 8 0 . 0 4 5 8 0 . 0 8 5
S D . A D . D2 1 0 . 3 8 2 9 0 . 3 8 2 9 0 . 7 0 8
S D . L E . D 2 1 0 . 0 8 7 5 0 . 0 8 7 5 0 . 1 6 2
A D . L E . D 2 1 1 . 3 6 3 7 1 . 3 6 3 7 2 . 5 2 0
S D . D l . D2 1 0 . 8 8 9 4 0 . 8 8 9 4 1 . 6 4 3
A D . D l . D2 1 0 . 4 9 6 9 0 . 4 9 6 9 0 . 9 1 8
L E . D l . 0 2 1 2 . 1 2 3 9 2 .  1239 3 . 9 2 4
R E S I D U A L 2 9 4 1 5 9 . 12 7 1 0 . 5 4 1 2
GRAND T O T A L  3 1 9  1 7 7 . 9 2 0 1
GRAND MEAN 1 5 . 2 0 5
T O T A L  NUMBER OF OBSE RV AT IO NS 320
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T a b i  e 7 .  12
ANOVA i n  Q j b y  SD,  A D ,  L E ,  D I  and D2
*XX A n a l y s i s  o f  V a r i a n c e  XXX
V a r i a t e :  Q j
S o u r c e  o-f V a r i a t i o n  DF
SD i
AD i
L E  i
D I  i
D2 i
S D . A D  1
S D . LE 1
A D . LÉ 1
S D . D l  1
A D . D l  1
L E . D l  1
S D . D 2  1
A D . D 2  1
L E . D 2  1
D 1 . D 2  1
S D . A D . L E  1
S D . A D . D l  • 1
S D . L E . D l  1
A D . L E . D l  1
S D . A D . D 2  1
S D . L E . D 2  1
A D . L E . D 2  1
S D . D l . D 2  1
A D . D l . D 2  1
L E . D l . D 2  1
R E S I D U A L  294
SS MS VR
4 5 2 . 3 0 4 5 2 . 3 0 6 . 2 6 1
3 4 . 5 1 3 4 . 5 1 0 . 4 7 8
1 8 7 . 9 5 1 8 7 . 9 5 2 . 6 0 2
3 5 . 3 1 3 5 . 3 1 0 . 4 8 9
4 . 2 9 4 . 2 9 0 . 0 5 9
8 2 . 6 0 8 2 . 6 0 1 . 143
2 3 9 . 1 9 2 3 9 .  19 3 . 3 1 1
7 . 5 1 7 . 5 1 0 . 104
3 . 3 2 3 . 3 2 0 . 0 4 6
3 1 . 4 8 3 1 . 4 8 0 . 4 3 6
3 9 . 6 2 3 9 . 6 2 0 . 5 4 8
1 6 . 9 9 1 6 . 9 9 0 . 2 3 5
9 . 8 2 9 . 8 2 0 . 1 3 6
0 . 0 6 0 . 0 6 0 . 0 0 1
2 8 3 . 2 8 2 8 3 . 2 8 3 . 9 2 1
1 0 . 3 8 1 0 . 3 8 0 . 144
8 1 . 2 2 8 1 . 2 2 1 . 124
0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0
2 . 6 7 2 . 6 7 0 . 0 3 7
1. 60 1. 6 0 0 . 0 2 2
1 3 . 0 4 1 3 . 0 4 0 . 1 8 1
1 8 9 . 2 3 1 8 9 . 2 3 2 . 6 2 0
1 3 4 . 9 7 1 3 4 . 9 7 1 . 8 6 8
7 . 2 1 7 . 2 1 0 . 100
1 6 0 . 3 2 1 6 0 . 3 2 2 . 2 1 9
2 1 2 3 8 . 6 6 7 2 . 2 4
GRAND T O T A L  3 19 2 3 2 6 7 . 5 0
GRAND MEAN 4 7 . 2 3
T O T A L  NUMBER OF O B S E RV AT I ONS  320
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Table 7.13
ANOMA i n  Q2 by  S D , A D ,  L E ,  D l  and D2
XXX A n a l y s i s  o f  V a r i a n c e  XXX
V a r i a t e ;  Q2
S o u r c e  o f  V a r i a t i o n  DF SS MS
SD 1
AD 1
LE 1
D l 1
D2 1
S D. A D 1
S D . L E 1
A D .  LE 1
SD.  DI 1
A D .  DI 1
L E . D I  . 1
S D . D 2 1
A D . D 2 1
L E . D 2 1
Dl  . D2 1
S D . A D .  L E 1
S D . A D . D I • 1
S D . L E . D I 1
A D . L E . D I 1
S D . A D . D 2 1
S D . L E . D 2 1
A D . L E . D 2 1
S D . D l . D2 1
A D . D l . D2 1
L E . D l . D 2 1
R E S I D U A L 294
1 7 5 . 5 1 7 5 . 5 1. 4 4 7
4 3 . 2 4 3 . 2 0 . 3 5 6
1. 5 1 . 5 0 . 0  12
164. 8 1 6 4 . 8 1. 359
3 3 . 7 3 3 . 7 0 . 2 7 8
112. 2 1 1 2 . 2 0 . 9 2 5
8 2 . 7 8 2 . 7 0 . 6 8 2
1. 7 1 . 7 0 . 0  14
7 6 . 7 7 6 . 7 0 . 6 3 2
4 5 0 . 3 4 5 0 . 3 3 . 7 1 3
1. 8 1. 8 0 . 0  15
7 4 . 9 7 4 . 9 0 . 6 1 8
9 3 . 4 9 3 . 4 0 . 7 7 0
4 . 7 4 . 7 0 . 0 3 8
5 5 8 .  1 5 5 8 .  1 4 . 6 0 3
7 0 . 3 7 0 . 3 0 . 5 8 0
163. 7 1 6 3 . 7 1. 350
11. 1 11. 1 0 . 0 9 1
16. 2 1 6 . 2 0 . 1 3 4
45.  1 4 5 .  1 0 . 3 7 2
2 0 8 .  1 2 0 8 .  1 1. 716
9 9 . 6 9 9 . 6 0 . 8 2 1
3 5 2 . 5 3 5 2 . 5 2 . 9 0 7
102. 2 1 0 2 . 2 0 . 8 4 2
2 5 8 . 3 2 5 8 . 3 2 .  130
3 5 6 4 9 . 4 1 2 1 . 3
GRAND T O T A L 3 1?  3 8 8 5 1 . 6
GRAND MEAN 1 5 1 . 7 4
T O T A L  NUMBER OF OBSERVAT I ONS 320
21 9
i .IN
A n a l y s i s  of  r e s i d u a l  sums o f  s q u a r e s  when c o n t r o l  
v a r i a b l e s  w e r e  u s e d  t o  e x p l a i n  W. tc CL
Table 7.14
C h a r a c t e r i s t i c s  i n  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l :  
Q0 = 200 5 MU =  20 5 PU = 0 . 5 0  j I S  =  10
U n i t s
Model I Model  I I <SS
(0 1 
(0 1 
1 
1 
(Nl l > * f l
* 1 SS 1 f 2  s s 2 SS i X < f  2 - v
W1 294 160 . 2 9 3 1 9  1 7 8 . 6 7 1 . 3 5 X
W2 294 159 . 13 3 1 9  1 7 7 . 9 2 1 . 3 9 X
Q 1 294 2 1 , 2 3 8 . 70 3 1 9  2 3 , 2 6 7 . 7 0 1 . 12 X
O M 294 3 5 , 6 4 9 . 40 3 1 9  3 8 , 8 5 1 . 6 0
1 . 0 6 X
f  . : d e g r e e s  of. f r e e d o m
X P > 0 . 0 5
SS^ : R e s i d u a l sums o f  s q u a r e s
Mode 1 I < N .l J < v  - M + Of j ♦ +1» ♦ E i n t e r a c t i o n s  k 1 m n 1 & 2  o r d e r
♦ «
Model I I  <Wt I Qi> “ U **
U G e n e r a l mean E f f e c t  o f  AD
“ j
E f f e c t of  SD T  E f f e c t  o f  D 1 m
E f f e c t of  LE t» E f f e c t  o f  D2 n
t  E x p e r i m e n t a l e r r o r
S o u r c e :  T a b l e s  7 . 1 0 , 7 . 1 1 , 7 . 1 2  a nd 7 . 1 3
•
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T a b l e  7 . 1 5
A N O W  i n  SD b y  S D , A D ,  L E ,  DI  and D2
XXX A n a l y s i s  o-f V a r i a n c e  XXX 
V a r i a t e s  SD
S o u r c e  o-f V a r i a t i o n DF SS MS V R
SD 1 1 . 9 5 1 5 1 . 9 5 1 5 1 7 . 5 3 0
AD 1 3 . 4 4 3 2 3 . 4 4 3 2 3 0 . 9 3 0
L E 1 1 . 5 4 2 5 1 . 5 4 2 5 1 4 . 0 3 5
DI 1 0 . 3 4 7 1 0 . 3 4 7 1 3 . 2 9 8
D2 . « . 1 6 . 0 0 8 8 0 . 0 0 8 8 0 . 0 7 9
S D . A D 1 0 . 0 4 3 2 0 . 0 4 3 2 0 . 5 4 8
S D . L E 1 0 . 4 0 4 1 0 . 4 0 4 1 3 . 4 3 0
A D . L E 1 0 . 0 0 1 1 0 . 0 0 1 1 0 . 0 1 0
S D . D I 1 0 . 0 0 9 4 0 . 0 0 9 4 0 . 0 8 7
A D .  DI 1 0 . 0 2 0 0 0 . 0 2 0 0 0 . 1 8 0
L E .  DI 1 0 . 0 0 3 8 0 . 0 0 3 8 0 . 0 3 4
S D . D 2 1 0 . 0 0 0 5 0 . 0 0 0 5 0 . 0 0 4
A D . D 2 1 0 . 5 1 4 5 0 . 5 1 4 5 4 . 4 2 2
L E . D 2 1 ' 0 . 2 0 5 0 0 . 2 0 5 0 1 . 8 4 2
D l  . D2 1 0 . 1 5 3 8 0 . 1 5 3 8 1 . 3 8 1
S D . A D . L E ' 1 0 . 0 1 3 4 0 . 0 1 3 4 0 . 1 2 2
S D . A D . D I 1 0 . 0 1 9 4 0 . 0 1 9 4 0 . 1 7 5
S D . L E . D I 1 0 . 0 3 2 3 0 . 0 3 2 3 0 . 2 9 0
A D . L E . D I 1 0 . 3 4 5 5 0 . 3 4 5 5 3 . 2 8 3
S D . A D . D 2 1 0 . 4 5 3 4 0 . 4 5 3 4 4 . 0  73
S D . L E . D 2 1 0 . 0 2 4 9 0 . 0 2 4 9 0 . 2 2 4
A D . L E . D 2 1 0 . 0 5 8 3 0 . 0 5 8 3 0 . 5 2 4
S D . D 1 . D 2 1 0 . 1 0 3 1 0 . 1 0 3 1 0 . 9 2 4
A D . D 1 . D 2 1 0 . 3 3 7 7 0 . 3 3 7 7 3 . 0 3 4
L E . D l . D 2 1 0 . 0 0 0 4 0 . 0 0 0 4 0 . 0 0 3
R E S I D U A L 38 4 . 2 3 0 4 0 . 1 1 1 3
GRAND T O T A L 43 1 4 . 3 4 7 9
GRAND
T O T A L
MEAN
NUMBER OF OBS E RVAT I ONS
0 . 4 9 0  
44
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T a b i  e 7 . 1 6
ANOVA i n  S D  by  S D ,  AD,  L E ,  DI  an d  D2 
W2
A n a l y s i s  o f  V a r i a n c e  XXX 
V a r i a t e !  SD
Wo
S o u r c e  o-f V a r i a t i o n DF SS MS VR
2 . 0 0 4 6 2 . 0 0 4 6 1 8 . 7 6 5
3 . 3 8 0 7 3 . 3 8 0 7 3 1 . 6 4 7
1 . 5 0 8 0 1 . 5 0 8 0 1 4 . 1 1 7
0 . 3 2 8 5 0 . 3 2 8 5 3 . 0 7 5
0 . 0 0 8 0 0 . 0 0 8 0 0 . 0 7 4
0 . 0 7 1 7 0 . 0 7 1 7 0 . 6 7 2
0 . 4 9 3 8 0 . 4 9 3 8 4 . 6 2 2
0 . 0 1 0 0 0 . 0 1 0 0 0 . 0 9 3
0 . 0 2 0 2 0 . 0 2 0 2 0 . 189
0 . 0 3 4 1 0 . 0 3 4 1 0 . 3 1 9
0 . 0 0 1 8 0 . 0 0 1 8 0 . 0  17
0 . 0 1 4 5 0 . 0 1 4 5 0 . 1 3 5
0 . 6 2 2 8 0 . 6 2 2 8 5 . 8 3 0
0 . 1 7 1 5 0 . 1 7 1 5 1 . 6 0 5
0 . 1 2 7 0 0 . 1 2 7 0 1 . 189
0 . 0 2 1 4 0 . 0 2 1 4 0 . 2 0 0
0 . 0 1 6 8 0 . 0 1 6 8 0 . 158
0 . 0 1 7 6 0 . 0 1 7 6 0 . 1 6 5
0 . 4 0 7 2 0 . 4 0 7 2 3 . 8 1 2
0 . 4 1 7 1 0 . 4 1 7 1 3 . 9 0 4
0 . 0 3 0 7 0 . 0 3 0 7 0 . 2 8 7
0 . 0 6 1 9 0 . 0 6 1 9 0 . 5 7 9
0 .  1099 0 . 1 0 9 9 1 . 0 2 9
0 . 2 7 0 6 0 . 2 7 0 6 2 . 5 3 3
0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0
4 . 0 5 9 4 0 . 1 0 6 8
•I
. A D . D 2  
. L E . D 2  
. L E . D 2  
. D l . D2 
. Dl  .D2 
. D l . D 2
R E S I D U A L 38
GRAND T O T A L 6 3
GRAND MEAN
T O T A L  NUMBER OF O B S E R V A T I O N S
1 4 . 2 0 9 7
0 . 6 9 0
¿4
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T a b i  e 7 . 1 7
ANOVA i n  SD b y  S D ,  A D ,  L E ,  D I  and D2
XXX A n a l y s i s  o-f V a r i a n c e  XXX 
V a r  i a t e s SD
S o u r c e  o-f V a r i a t i o n DF SS MS VR
SD 1 2 6 5 . 5 2 2 6 5 . 5 2 2 2 . 6 5 9
AD 1 3 1 5 . 9 1 3 1 5 . 9 1 2 6 . 9 5 8
L E 1 9 5 . 8 3 9 5 . 8 3 8 .  1 78
D l 1 2 1 . 1 5 2 1 . 1 5 1 . 8 0  5
D2 1 0 . 19 0 . 19 0 . 0  17
S D . AD 1 7 .  19 7 .  19 0 . 6 1 4
S D .  LE 1 3 6 . 5 5 3 6 . 5 5 3 . 1 1 9
A D .  LE 1 0 . 14 0 . 14 0 . 0  12
S D .  DI 1 0 . 12 0 . 12 0 . 0  10
A D .  DI 1 1 . 5 7 1 . 5 7 0 . 1 3 4
L E . D I 1 1 . 3 2 1 . 3 2 0 . 1 1 3
S D . D 2 1 0 . 2 5 0 . 2 5 0 . 0 2 2
AD . D2 1 6 8 . 9 6 6 8 . 9 6 5 . 8 8 5
L E . D 2 1 3 0 . 7 5 3 0 . 7 5 2 . 6 2 4
D l  . D2 • 1 2 1 . 3 0 2 1 . 3 0 1 . 8 1 8
S D . A D . L E 1 1 . 2 5 1 . 2 5 0 . 1 07
S D . A D . D I 1 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 0 0 7
S D . L E . D I 1 1 . 2 1 1. 2 1 0 . 1 0 4
A D . L E . D I 1 5 7 . 2 9 5 7 . 2 9 4 . 8 8 9
S D . A D . D 2 1 6 3 . 7 9 6 3 . 7 9 5 . 4 4 4
S D . L E . D 2 1 1 . 6 0 1 . 6 0 0 . 1 3 7
A D . L E . D 2 1 3 . 9 5 3 . 9 5 0 . 3 3 7
S D . D l . D2 1 5 . 9 4 5 . 9 4 0 . 5 0 7
A D . D l . D2 1 4 1 . 1 1 4 1 . 1 1 3 . 5 0 8
L E . D l . D2 1 0 . 4 2 0 . 4 2 0 . 0 3 6
R E S I D U A L 38 4 4 5 . 2 9 1 1 . 7 2
GRAND T O T A L ¿3 1 4 8 8 . 7 1
GRAND MEAN 8 . 2 3
T O T A L  NUMBER OF O B S E R V A T I O N S  64
I i
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T a b i  e 7 .  18
ANOUA i n  SD
Q2
b y  SD,  A D ,  L E ,  DI  a nd D2
A n a l y s i s  o-f V a r i a n c e  XXX
V a r  i a t  e : SD
Q2
S o u r c e  o-f V a r i a t i o n  DF SS MS VR
SD 1 5 8 2 . 3 7 5 8 2 . 3 7 2 8 . 9 7 9
AD 1 3 2 1 . 8 6 3 2 1 . 8 6 1 6 . 0 1 6
LE 1 7 8 . 2 3 7 8 . 2 3 3 . 8 9 3
Dl 1 17.  17 17.  17 0 . 8 5 5
D2 1 1 . 8 5 1 . 8 5 0 . 0 9 2
S D . AD 1 3 9 . 9 1 3 9 . 9 1 1 . 9 8 6
SD.  LE 1 2 3 . 3 9 2 3 . 3 9 1 . 1 6 4
A D .  L E 1 0 . 6 8 0 . 0 0 0 . 0 0 0
S D . D I 1 5 . 3 5 5 . 3 5 0 . 2 6 6
A D .  DI 1 2 . 4 3 2 . 4 3 0 . 1 2 1
L E .  DI 1 2 2 . 4 4 2 2 . 4 4 1 . 1 1 7
S D . D 2 1 3 . 8 4 3 . 8 4 0 . 1 9 1
A D . D 2 1 4 5 . 0 8 4 5 . 0 8 2 . 2 4 3
L E . D 2 1 1 . 7 6 1 . 7 6 0 . 0 8 8
Dl  . D2 6 . 4 0 6 . 4 0 0 . 3 1 8
S D . A D . L E 1 0 . 0 0 0 . 0 0 0 . 0 0 0
S D . A D . D I 1 2 .  13 2 .  13 0 . 106
S D . L E . D I 1 3 8 . 4 7 3 8 . 4 7 1 . 9 1 4
A D . L E . D I 1 5 6 . 4 5 5 6 . 4 5 2 . 8 0 9
S D . A D . D 2 1 2 7 . 0 5 2 7 . 0 5 1 . 3 4 6
S D . L E . D 2 1 2 7 . 5 6 2 7 . 5 6 1 . 3 7 1
A D . L E . D 2 1 2 0 . 9 3 2 0 . 9 3 1 . 0 4 1
S D . D l . D2 1 1 7 . 6 2 1 7 . 6 2 0 . 8 7 7
A D . D l . D2 1 1 7 . 5 7 1 7 . 5 7 0 . 8 7 4
L E . D l . D2 1 0 . 3 6 8 . 3 6 0 . 0  18
RE S I D U A L 38 7 6 3 . 6 5 2 0 . 1 0
GRAND T O T A L 63 2 1 2 3 . 8 9
GRAND
T O T A L
MEAN
NUMBER OF O B S E R V A T I O N S
1 0 . 9 2
64
2 2 4
T a b l e  7 .  19
A n a l y s i s  of  r e s i d u a l  sums o f  s q u a r e s  when c o n t r o l
v a r i a b l e s  w e r e  u s e d  t o  e x p l a i n  SD Sc SD
Wi Q i
C h a r a c t e r i s t i c s  i n  t he  s i m u l a t i o n  m o d e l :
Q0 = 2 0 0  ; MU =  20 ; PU =  0 . 5 0  j I S  =  10
U n i t s
Model  I Model  I I < S S 2- S S 1) X f
*1 S S 1 * 2 s s 2 S S j X < f 2 - f  j )
SDW1 38 4 . 2 3 60 7 . 3 9 < 1> 1 . 2 9  X
SDW2 38 4 . 0 6 60 7 . 3 2 < 1) 1 . 3 8  X
s d q i
38 4 4 5 . 3 0 61 9 0 7 . 3 0 <2> 1. 71 X
SDQ2 38 7 6 3 . 7 0 61 1 2 1 9 . 7 0 < 2) < 1 X
X p > 0 . 0 5
f  j : d e g r e e s  o f  - f r eedom 
SS^ : R e s i d u a l  sums of  s q u a r e s
Model  I < SD. .. Ml » SDQ i > " U + I N . + 0 . + 6 . + Y  + n + E i n t e r a c t i o n s  + J I m n « . a  .1 Sc 2 o r d e r
Model  I I < 1> S D wi  -  u +c i j ♦tfk+ 6 1+*
<2> S D 0 i  * M+“ j
M. G e n e r a l mean *1 E f f e c t of AD
“ j E f f e c t
o-f SD T m E f f e c t o f D 1
E f f e c t o-f LE *n E f f e c t of D2
t  E x p e r i m e n t a l  e r r o r  
S o u r c e :  T a b l e s  7 . 1 5 ,  7 . 1 6 ,  7 . 1 7  a n d  7 . 1 8
«
.IN
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Table 7.20
SDwi in SD, LE and AD 
C h a r a c t e r i s t i c s  in the  s i m u l a t i o n  mode l :
Q0 = 200 ; MU = 20 ;! PU = 0 . 5 0  !! I S  = 10
Fac t o r  s L e v e l s i B wi SDW2
3 0 . 5 2 0 . 5 1
SD
6 0 . 8 6 0 . 8 7
10 8 . 4 6 0 . 4 6
LE
20 0 . 9 2 0 . 9 2
1 0 . 8 5 0 . 8 4
AD
2 0 . 5 3 0 . 5 4
G e n e r  a 1 Mean 0 . 6 9 0 . 6 9
a < df  - 38) 6 . 3 3 0 . 3 3
-  D I  & D2 d i d  n o t  show a n y  s i g n i f i c a n t  c o n t r i b u t i o n  
t o  t h e  r e s i d u a l  sums o f  s q u a r e s .
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T a b l e  7 . 2 1
SDWi b y  SD,  L E  and A D  
( L i n e a r  Model  >
C h a r a c t e r i s t i c s  i n  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l :
Q8 = 2 0 0 ; MU = 20 i PU = 0 . 5 0  5 I S  = 10
C o n d i  t i ons i 5 wi SDW2
SD LE AD
1 0 . 4 5 0 . 4 3
10
2 0 . 13 0 . 1 3
3
1 0 . 9 1 0 . 8 9
20
2 0 . 5 9 0 . 5 9
1 0 . 7 8 0 . 7 9
10
2 0 . 4 7 0 . 4 9
6
1 1 . 2 5 1 . 2 8
20
2 0 . 9 3 0 . 9 5
A  A A  A
-  SD. .. =  N i U ♦ Ofj ♦ + *1
Ui  G e n e r a l  Mean
oij : E f  f  ec t of  SD 
f i y « E f f e c t  of  L E  
: E f f e c t  o f  AD
S o u r c e :  T a b l e  7 . 2 0
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T a b 1 e  7 . 2 2
G l i m  O u t p u t s  I
R e g r e s s i o n  Model  :
E < S D W> = flf + tf 1< S D - 4 . 5 > + t f 2 < L E - 1 5 ) + t f 3 < A D - l  . 5 )
C y c  1e D e v i  a n c e DF
1 0 . 5 0 0 8 0 1 9 3 E - 0 4 4
E S T I M A T E S . E . PARAMETER
0 . 6 8 8 7 0 . 1 2 5 O E - 0 2 at
0 . 1 1 2 5 0 . 8 3 3 3 E - 0 3 *1
0 . 4 6 2 5 E - 0  1 0 . 2 5 0 0 E - 0 3 * 2
0 . 3 1 7 5 0 . 2 5 0 0 E - 0 2 * 3
< C O ) V A R I A N C E  MA T R I X
1 1 . 5 6 2 5 E - 0 6
2 1. 151 I E - 1 3 6 . 9 4 4 5 E - 0  7
3 1 . 0 0 7 6 E - 1 4 9 . 8 7 1  I E - 1 5 6 . 2 5 0 0 E - 0 8
4 - 1 . 7 7 3 9 E - 1 5 1 . 6 5 5 7 E - 13 3 . 0 7 2 5 E - 14
S C A L E  PARAMETER T A K E N  AS 0 .  1 2 5 0 E - 0 4
SD,W < SD SD > / 2
S o u r c e :  T a b l e  7 . 2 1
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T a b l e  7 . 2 3
__ X
S D q . i n  SD and L E
C h a r a c t e r i s t i c s  i n  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l ;  
Q0 =  200 j HU = 20 ; PU = 0 . 5 0  ; I S  =  10
F a c  t o r s  L e v e l s SDQ1 i D Q2
3 6 . 2 8 7 . 9 0
SD
6 1 0 . 3 0 1 3. 90
10 6 . 0 0 8 . 7 0
, . LE
20 1 0 . 5 0 13. 20
G e n e r a l  Mean 8 . 2 0 10 . ? 0
a <d f  = 38)i.lll i 3 . 4 0 4 . 5 0
X n = 32
-  No s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e s  w e r e  f o u n d  i n  A D ,  D1 and 
D2 < p > 0 . 5 0  > .  See t a b l e  7 . 1 ?
22?
T a b l e  7 . 2 4
SDq  ^ b y  SD a n d  LE 
< L i n e a r  M o d e l  >
C h a r a c t e r i s t i c s  i n  t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l ;  
Q0 =  203 } MU = 20 ; PU =  0 . 5 0  5 I S  = 10
C o n d i  t i  ons 
SD LE
S D Q1 SDQ2
10 4 . 0 5 . 7
3
20 8 . 5 1 9 . 2
10 8 . 0 1 1 . 7
6
20 1 2 . 5 1 6 . 2
-  SD Qi ** * “ j  *
Mi G e n e r a l  Mean
of . 1 E f f e c t  o-f SD
e„x  E f f e c t  o f  LE
S o u r c e :  T a b l e  7 . 2 3
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T a b l e  7 . 2 5
G l i m  O u t p u t s  I I
R e g r e s s i o n  Model  s
E < SD_ . ) = o c . + e  . . < S D - 4 . 5 > + t f _ . ( L E - 1 5 >
U 1 1 1 1  jL1
1> YMARi  SD
Cyc 1 e D e v i  a n c e DF
1 0 .■ 9 1 7 0 7 3 5 3 E - 1 3 !
E S T I M A T E S . E . PARAMETER
8 . 2 5 0 0 .  1 5 1 4 E - 0 6 “ l
1 . 3 3 3 0 . 1009E—0<S * 11
0 . 4 5 0 0 0 . 3 0 2 8 E - 0 7 * 12
S CA L E  PARAMETER T AKE N A S  0 . 9 1 7  I E - 13
2)  W A R  s SD
Q2
C y c l e
1
D e v i  a n c e  
0 . 2 1 0 7 7 5 3 2 E - 1 1
DF
1
E S T I M A T E  S . E .  PARAMETER
1 0 . 9 5 0 . 7 2 5 9 E - 0 < i “ 2
2 . 8 0 0 0 . 4 8 3 9 E - 0 Ó *21
0 . 4 5 0 0 0 . 1 4 5 2 E - 0 6 * 2 2
S CAL E PARAMETER T AK E N A S 0 . 2 1 0 8 E - 11
S o u r c e «  T a b l e  7 . 2 4
.Ill
Graph 7.1
Mean Waiting Time fo r  Urgent Cases per Year
W1i 1 t (29,0.05) X S i / / M
3-------- y
----------- Control
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YEARS
T
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X
?
Source : Table 7.1
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Mean Number of Urgent Waiting per Year
Graph 7.2
^  60- 
+->
C
CL)
a 50-
*♦-
o
«5 40 - 
-§
* 3 0 -
Q1i 1 t (29,0.05) X S i /'^30’
T
T
i
l
l
T
I
t
I
i
i
X
T
1
----------  Control
______ No - control
— i--------------------r
3 4
YEARS
I
5
• IN
Source : Table 7.1
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Graph 7.3
W1 b y Q i ) , M U , P U &  I S
------------ Urgent Cases (W^
------------ Non-Urgent cases (W2)
Q = 300 Q  ^= 300
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Qi by QtS( , MU, PU & IS
Graph 7.4
Urgent Cases (Q^)
-------------  Non - Urgent Cases (Q2)
Source : Table 7.7
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Graph 7.5
Mean Waiting Time fo r  Urgent Cases [(W1-E(W1) ) vs E(W^)]
E( W, )
236
I I I
Graph 7.6
Mean Waiting Time for Non-Urgent Cases [(W2 - E(W2) vs E(WZ)]
7. 5  10 0 IS. 3  13 0  17 3 2 0 . 0  2 2 . 3  29 0
E X P E C T E D  V A L U E S
E(Wt )
2 37
Graph 7.7
Mean Number of Urgent Cases on Waiting List [(Q1 E(Q]))ws E(Q1)]
E ( Q , )
238
I
Graph 7.8
Mean Number of Non-Urgent Cases on Waiting L i s t  [(Q2-E(Q2) )vs E(Q2)]
E(Q.)
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SDwi by SD, LE and AD
Graph 7.9
________  Urgent Cases
________ Non - Urgent Cases
Source : Table 7.21
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Graph 7.10 
SDgi by SD & LE
Source : Table 7.24
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V i l i )  G e n e r a l  C o n c l u s i o n s
T h r o u g h o u t  t h i s  r e s e a c h  we i d e n t i f i e d  t h r e e  mai n 
a r e a s  w h e r e  s i m u l a t i o n  a n a l y s t s  h a v e  c o n c e n t r a t e d  t h e i r  
e f f o r t s .  T h e s e  a r e a s  a r e :
i )  S t a t i s t i c a l  R e s e a r c h . -  D i f f e r e n t  s t a t i s t i c a l  
m o d e l s  a r e  u s e d  t o  s o l v e  m a t h e m a t i c a l  p r o b l e m s ,  
a n d  t o  e v a l u a t e  t h e  e f f i c i e n c y  o f  g e n e r a t i o n  of  
r a n d o m v a r i a b l e s  ( c h a p t e r  I I ) ,  p s e u d o - r a n d o m  
number  g e n e r a t o r s  ( c h a p t e r  I I I )  and v a r i a n c e  
r e d u c t i o n  t e c h n i q u e s  ( c h a p t e r  IU>
i i )  A p p l i e d . -  S i m u l a t i o n  t e c h n i q u e s  a r e  u s e d  t o  s o l v e  
c o mp l e x  ma n a g e me n t  p r o b l e m s  or  t o  d e v e l o p  new 
management  m e t h o d s  ( c h a p t e r  V ) .
i
i i i )  S o f t w a r e . -  New c o m p u t e r  p r o g r a m s  w i t h
s i m u l a t i o n  p u r p o s e s  h a v e  been d e s i g n e d ,  n o t  j u s t  
f o r  m a i n f r a m e s ,  b u t  a l s o  f o r  m i c r o c o m p u t e r s .  F o r  
an u p d a t e d  p r e s e n t a t i o n  o f  t h e s e  l a n g u a g e s  see 
t h e  j o u r n a l  S I M U L A T I O N ,  O c t o b e r  1985,  w h e r e  ¿5 
l a n g u a g e s  f o r  m a i n f r a m e s  a n d  48 f o r  
m i c r o c o m p u t e r s ,  i n c l u d i n g  v e r s i o n s  o f  G P S S ,
DYNAMO and S I M S C R I P  f o r  m i c r o s  a r e  d e s c r i b e d .
T h e  a b o v e  s i m u l a t i o n  a r e a s  a r e  n o t  m u t u a l l y  
e x c l u s i v e .  S o me t i me s  we c o u l d  f i n d  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a l l  o f  
them i n  a s i n g l e  s i m u l a t i o n  w o r k .  I n  o u r  w a i t i n g  l i s t  
p r o b l e m ,  we c o n c e n t r a t e d  o u r  e f f o r t s  n o t  o n l y  i n -  t h e  
a p p l i c a t i o n  o f  s i m u l a t i o n  t o  a h e a l t h  p r o b l e m ,  b u t  a l s o  i n
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t h e  d e s i g n  o f  a c o m p u t e r  p r o g r a m  t o  s e l e c t  p a t i e n t s  f r o m  a 
w a i t i n g  l i s t  u s i n g  a s c o r i n g  s y s t e m ,  and i n  f i n d i n g  t h e  
e x p e c t e d  w a i t i n g  t i m e  p e r  p r i o r i t y  when t h e  t r a f f i c  
i n t e n s i t y  i n  a q u e u e i n g  model  w a s  e q u a l  t o  o n e  < p = l > .
T h e  common p o i n t  b e t w e e n  t h e  t h r e e  a r e a s  o f  
s i m u l a t i o n  ( s t a t i s t i c a l  r e s e a r c h , a p p l i e d ,  a n d  s o f t w a r e )  i s  
t h e  s i m u l a t i o n  m o d e l .  T h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h i s  model  i s  a 
d i f f i c u l t  t a s k  t o  d e v e l o p  b e c a u s e  o f  t h e  two e l e m e n t s  of  
c o n f l i c t  e m b o d i e d  i n  t h e  model  -  r e a l i s m  and s i m p l i c i t y .
We w i s h  t o  c o n s t r u c t  a model  o f  a r e a l  s y s t e m  t h a t  n e i t h e r  
o v e r s i m p l i f i e s  t h e  s y s t e m  t o  t h e  p o i n t  w h e r e  t h e  model  
beqqmes t r i v i a l  n o r  c a r r i e s  so much d e t a i l  t h a t  i t  becomes 
c l u m s y  and e x p e n s i v e  t o  s i m u l a t e .  T h e  t e n d e n c y  i s  n e a r l y  
a l w a y s  t o  s i m u l a t e  t o o  much d e t a i l  r a t h e r  t h a n  t o o  l i t t l e .  
T h u s  one  s h o u l d  a l w a y s  d e s i g n  t h e  model  a r o u n d  t h e  q u e s t i o n s  
t o  b e  a n s w e r e d  r a t h e r  t h a n  i m i t i a t e  t h e  r e a l  s y s t e m  e x a c t l y .
S o m e t i m e s  t h e  q u e s t i o n s  t o  be a n s w e r e d  i n  t h e  
s t u d y  o f  a s y s t e m  ca n  be f o u n d  w i  t h  t h e  u s e  o f  a 
m a t h e m a t i c a l  t h e o r y ,  s u c h  a s i  q u e u e i n g  t h e o r y ,  l i n e a r  
p r o g r a m m i n g ,  i n f e r e n t i a l  s t a t i s t i c s ,  p r o b a b i l i t y  t h e o r y ,  a n d  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  t h e o r y .  T h e  common o b j e c t i v e  o f  t h e s e
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t h e o r i e s  and s i m u l a t i o n  i s  t h e  p u r s u i t  o f  s c i e n t i f i c  
K n o w l e d g e  a b o u t  t h e  b e h a v i o u r  o-f a g i v e n  s y s t e m .  C o m p u t e r  
s i m u l a t i o n  b e come s a r e l e v a n t  t o o l  f o r  s y s t e m  a n a l y s i s  
when ( s e e  - f i g u r e  8 . 1> :
1) I t  i s  d i f f i c u l t  t o  f i n d  an e x p l i c i t  m a t h e m a t i c a l  
e x p r e s s i o n  w h i c h  c a n  r e p r e s e n t  t h e  b e h a v i o u r  o f  a 
s y s t e m .  F o r  e x a m p l e ,  an e x p r e s s i o n  t o  e x p l a i n  t he  
p s y c h o l o g i c a l  b e h a v i o u r  t o  r e c e i v e  m e d i c a l  c a r e  i n  a 
c o m m u n i t y  w i t h  p r i v a t e  a nd g o v e r n m e n t  h e a l t h  s e r v i c e s  
and w i t h  t h e i r  own c u s t o m s  t o  t r e a t  t h e m s e l v e s  f o r  
some d i s e a s e s  ( i . e . ,  b y  u s i n g  h e r b s ,  o r  b y  v i s i t i n g  a 
h e a l e r > .
2) Once a m a t h e m a t i c a l  model  h a s  been d e f i n e d ,  i t  i s  
d i f f i c u l t  o r  i m p o s s i b l e  t o  f i n d  an a n a l y t i c a l  
s o l u t i o n .  F o r  e x a m p l e ,  a s y s t e m  may be r e p r e s e n t e d  
a s a q u e u e i n g  m o d e l , b u t  i f  t h e  t r a f f i c  i n t e n s i t y  
i s  o n e ,  t h e  c u r r e n t  c o n c e p t s  of  q u e u e i n g  t h e o r y  
can n o t  be a p p l i e d  ( c h a p t e r  V I ) .
3)  I t  i s  v e r y  d i f f i c u l t  o r  e x p e n s i v e  t o  t e s t  t h e  
a n a l y t i c a l  s o l u t i o n  i n  t h e  r e a l  w o r l d .
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4 )  I t  i s  s i m p l y  i m p o s s i b l e ,  i m p r a c t i c a b l e ,  or
u n e c o n o m i c  t o  c o n d u c t  a c o n t r o l l e d  e x p e r i m e n t  i n  a 
r e a l  s y s t e m .  F o r  e x a m p l e ,  t o  e x p e r i m e n t  w i t h  a new 
ma na gement  p r o c e d u r e  i n  an e m e r g e n c y  d e p a r t m e n t  can 
p r o d u c e  s e r i o u s  r i s k s  i n  t h e  h e a l t h  o f  t h e  p a t i e n t s
• f ig u r e  8 . 1  S y s t e m  E x p e r i m e n t i n g  P r o c e s s  a n d  
S i m u 1 a t  i  on
PROBLEM tc
2 5 2
T h e r e f o r e ,  - f o l l o w i n g  f i g u r e  8 . 1 ,  i n s t e a d  of  
c a l l i n g  s i m u l a t i o n  as a t o o l  o f  ' l a s t  r e s o r t '  , we c o n s i d e r  
t h a t  i t  s h o u l d  b e  c a l l e d  as an ' a l t e r n a t i v e  r e s o r t '  i n  t h e  
s y s t e m  e x p e r i m e n t a t i o n  p r o c e s s .
A l t h o u g h  t he p r i n c i p a l  r e a s o n s  f o r  c h o o s i n g  
s i m u l a t i o n  a r e  p r e s e n t e d  i n f i g u r e  8 ,  t h e r e  a r e  s e v e r a l  
o t h e r  r e a s o n s ,  w h i c h  a r e  d e s c r i b e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  l i n e s :
i> S i m u l a t i o n  can b e  u se d  a s a p e d a g o g i c a l  d e v i c e  f o r
t e a c h i n g  b o t h  s t u d e n t s  and p r a c t i t i o n e r s  b a s i c  s k i l l s  
i n  t h e o r e t i c a l  a n a l y s i s ,  s t a t i s t i c a l  a n a l y s i s ,  a nd * 
d e c i s i o n  m a k i n g .
i i >  T h e  e x p e r i e n c e  o f  d e s i g n i n g  a c o m p u t e r  s i m u l a t i o n  
model  m a y  be m o r e  v a l u a b l e  t h an  t h e  a c t u a l  
s i m u l a t i o n  i t s e l f .  T h e  k n o w l e d g e  o b t a i n e d  i n  
d e s i g n i n g  a s i m u l a t i o n  s t u d y  f r e q u e n t l y  s u g g e s t s  
c h a n g e s  i n  the' s y s t e m  b e i n g  s i m u l a t e d .  T h e  e f f e c t s  
o f  t h e s e  c h a n g e s  can t h e n  be  t e s t e d  v i a  s i m u l a t i o n  
b e f o r e  i m p l e m e n t i n g  them on t h e  a c t u a l  s y s t e m .
i i i )  S i m u l a t i o n  can b e  u s e d  t o  e x p e r i m e n t  w i t h  new 
s i t u a t i o n s  a b o u t  w h i c h  we h a v e  l i t t l e  o r  no 
i n f o r m a t i o n ,  so a s  t o  a n t i c i p a t e  w h a t  ma y  h a p p e n .
i v >  S i m u l a t i o n  can s e r v e  a s  a ' p r e s e r v i c e  t e s t '  t o  t r y  
new p o l i c i e s  a nd d e c i s i o n  r u l e s  f o r  o p e r a t i n g  a 
s y s t e m ,  b e f o r e  t h e  r i s k  i s  r u n  of  e x p e r i m e n t i n g  on 
t h e  r e a l  s y s t e m .
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v )  S i m u l a t i o n  e n a b l e s  one t o  s t u d y  d y n a m i c  s y s t e m s  i n  
e i t h e r  r e a l  t i m e ,  c o m p r e s s e d  t i m e ,  o r  e x p a n d e d  t i m e .
v i >  When new e l e m e n t s  a r e  i n t r o d u c e d  i n t o  a s y s t e m ,
s i m u l a t i o n  can b e  u s e d  t o  a n t i c i p a t e  b o t t l e n e c k s  and 
o t h e r  p r o b l e m s  t h a t  may a r i s e  i n  t h e  b e h a v i o u r  o f  
t h e  s y s t e m .
S i m u l a t i o n  i s  i n d e e d  a v e r y  v e r s a t i l e  t o o l .  
H o w e v e r ,  i t  i s  b y  no m e a n s  a p a n a c e a .  S i m u l a t i o n  i s  
i n h e r e n t l y  an i m p r e c i s e  t e c h n i q u e .  I t  p r o v i d e  o n l y  
s t a t i s t i c a l  e s t i m a t e s  r a t h e r  t h a n  e x a c t  r e s u l t s ,  and i t  o n l y  
c o m p a r e s  a l t e r n a t i v e s  r a t h e r  t h a n  g e n e r a t i n g  t h e  o p t i m a l  
o n e .  F u r t h e r m o r e ,  s i m u l a t i o n  i s  a s l o w  and c o s t l y  wa y  t o  
s t u d y  a p r o b l e m .  I t  u s u a l l y  r e q u i r e s  a l a r g e  amou nt  o f  t i m e  
a nd e x p e n s e  f o r  a n a l y s i s  a nd p r o g r a m m i n g ,  i n  a d d i t i o n  t o  
c o n s i d e r a b l e  c o m p u t e r  r u n n i n g  t i m e .  F i n a l l y ,  t h e r e  i s  no 
" c o o k  b o o k "  t y p e  o f  a p p r o a c h  t o  c o m p u t e r  s i m u l a t i o n .  T h e  
a p p r o a c h  t a k e n  b y  t h e  r e s e a r c h e r  t o  s t a t i s t i c a l  d e s i g n  and 
a n a l y s i s  o f  s i m u l a t i o n  s t u d i e s  m u s t  r e s u l t  f r o m  t h e  u n i q u e  
c h a r a c t e r  o f  t h e  p r o b l e m  a t  h a n d .
I
T o  c o n c l u d e ,  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  s a y  t h a t  
s i m u l a t i o n  s t u d i e s  a r e  n o t  a s u b s t i t u t e  f o r  c o m p e t e n t  and 
e f f i c i e n t  m a n a g e m e n t !  t h e y  o n l y  p r o v i d e  i n f o r m a t i o n  t h a t  can 
be u s e d  i n  t h e  d e c i s i o n - m a k i n g  p r o c e s s ,  b u t  t h e y  do n o t  
e l i m i n a t e  o r  r e d u c e  t h e  n e e d  f o r  d e c i s i o n - m a k i n g ,  n o r  
s u b s t i t u t e  t h e  s k i l l  o r  j u d g e m e n t  o f  d e c i s i o n - m a k e r s .
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